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MONSEIGNEUR  L'ÉVÊQUE  DE  LA  ROCHELLE  ET  DE 


Monseigneur, 


SAINTES. 


Plusieurs  prêtres  de  votre  diocèse  ont  publié  des 
écrits  que  Votre  Grandeur  s’est  plu  à accueillir.  En 
me  permettant  aujourd’hui  de  vous  dédier  le  Traité 
de  Calcul  différentiel  que  j’ai  composé,  elle  montre 
l’estime  qu’elle  fait  des  sciences  aussi  bien  que  des 
lettres. 

I^es  unes  et  les  .autres,  Monseigneur,  ne  sauraient 
manquer  d’être  cultivées  par  votre  clergé,  au  moins 
dans  les  loisirs  de  son  sublime  ministère,  quand  il 
reçoit  l’encouragement  flatteur  dont  vous  daignez 
honorer  ses  travaux. 

Comment  ne  serait-il  pas  jaloux  d’imiter  le  noble 
exemple  que  lui  donne  un  prélat  en  qui  se  réalise 
si  éminemment  cette  parole  d’un  prophète  : Labia 
sacerdotis  custodient  scientiam.  (Malacii.,  2.) 
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C’est  pour  rendre  hommage  à ce  vaste  savoir,  uni  à 
tant  de  vertus,  que  j’ai  désiré  pouvoir  placer  votre 
nom,  Monseigneur,  à la  tête  de  mon  ouvrage.  Il 
répandra  sur  lui  un  éclat  que  mon  obscurité  ne  me 
permettrait  pas  d’espérer . 

Je  suis  avec  vénération, 

mokseicnf.hr  , 
dk  VOTRE  GRANDEUR, 

LF.  TRÈS-HUMBI.K  ET  TRÈS-OBÉISSANT  SERVITEUR  , 

LAURENT. 


Digitized  by  Google 


VII 


PRÉFACE. 


En  appliquant  l’Algèbre  à la  Géométrie,  Descartes 
se  fraya  une  route  inconnue  à ses  prédécesseurs.  Sa 
méthode  changea  la  marche  lente  et  embarrassée 
des  anciens  géomètres  en  une  autre  beaucoup  plus 
prompte,  plus  claire  et  plus  élégante.  C’était  sans 
doute  un  progrès  remarquable  dans  les  sciences  ma- 
thématiques. Mais  l’analyse  de  Descartes  n’aurait  pas 
suffi,  toute  seule,  pour  élever  ces  mêmes  sciences  au 
degré  de  perfection  où  elles  sont  parvenues  aujour- 
d’hui. Il  a fallu  une  autre  analyse  bien  supérieure  ; il  a 
fallu  la  découverte  des  calculs  différentiel  et  intégral. 

Sur  les  dernières  années  de  Descartes  naquirent 
Newton  et  Leibnitz,  inventeurs  de  ces  calculs  qui  de- 
vaient changérla  face  de  la  science.  C’est  ainsi  que 
dans  l’histoire  des  connaissances  humaines  on  voit 
le  génie  de  l’homme  prendre  un  nouvel  essor  à des 
époques  tantôt  rapprochées,  tantôt  éloignées  les  unes 
des  autres,  et  se  signaler  par  des  inventions  qui  avan- 
cent le  progrès  de  ses  lumières. 

I^es  deux  savants  que  nous  venons  de  nommer  par- 
vinrent au  même  but  par  des  routes  différentes  : l’un 
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pal’  la  méthode  des  infiniment  petits,  l’autre  par  celle 
des  fluxions.  Leurs  ouvrages  ne  furent  d’abord  en- 
tendus que  d’un  très-petit  nombre  de  géomètres  qui 
travaillèrent  bien  plus  à enrichir  ces  nouvelles  bran- 
ches des  mathématiques  qu’à  en  éclairer  l’entrée.  On 
ne  tarda  guère , eu  effet,  avec  le  secours  des  nou- 
veaux calculs,  à approfondir  les  parties  les  plus  éle- 
vées des  sciences  exactes.  Bientôt  les  questions  les 
plus  difficiles,  et  qui  avaient  jusqu’alors  présenté  des 
obstacles  insurmontables,  furent  entièrement  éclair- 
cies et  résolues.  Les  lois  auxquelles  la  matière  obéit 
dans  ses  mouvements  furent  discutées  dans  ttnis  leurs 
détails,  et  ramenées  à des  formules  dont  les  courbes 
que  décrivent  les  corps  de  notre  système  planétaire 
ne  sont  que  des  cas  particuliers.  La  Mécanique,  en 
un  mot,  devint  une  science  complète  et  se  trouva  ré- 
duite à une  affaire  d’analyse.  Tous  les  phénomènes 
célestes  furent  soumis  à la  loi  de  la  gravitation  uni- 
verselle, assignée  encore  par  le  grand  Newton. 

Telles  sont  désormais  les  sublimes  conquêtes  dues 
aux  calculs  différentiel  et  intégral. 

La  découverte  de  ces  calculs,  si  honorable  pour 
l’esprit  humain,  excita  une  noble  lutte  entre  les  deux 
hommes  illustres  qui  pouvaient  s’en  disputer  la  gloire. 
Comme  toutes  les  inventions  brillantes,  elle  eut  aussi 
des  contradicteurs.  Mais  enfin  la  cause  du  calcul  diffé- 
rentiel triompha  pour  toujours  des  objections  par  les- 
quelles on  avait  voulu  en  attaquer  la  certitude. 
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Cet  instrument,  si  je  puis  m’exprimer  de  la  sorte, 
cet  instrument  des  plus  savantes  investigations  des 
géomètres,  et  de  leurs- victoires  scientifiques,  ne  pou- 
vait manquer  de  devenir  l’objet  de  Traités  spéciaux  où 
la  rigueur  des  principes  sur  lesquels  il  repose  a été 
mise  de  plus  en  plus  hors  d’atteinte.  C’est  ce  qui  pa- 
raît surtout  dans  les  ouvrages  éclos  de  nos  jours  sur 
la  science  infinitésimale. 

Mais  ces  ouvrages,  qui  se  recommandent,  sans  doute, 
par  un  mérite  incontestable,  ne  sont  pas  encore,  à 
mon  avis,  assez  élémentaires.  Leurs  auteurs,  devant 
lesquels  je  m’incline  comme  ayant  été  les  maîtres  aux 
écrits  desquels  je  me  suis  formé,  ne  me  paraissent 
pas  s’ètre  mis  assez  souvent  à la  portée  de  ceux  qui 
commencent  l’étude  abstraite  et  délicate  des  nouveaux 
calculs.  Et  c’est  ce  que  je  me  suis  proposé  de  faire  en 
rédigeant  le  Traité  que  j’offre  au  public. 

J’ai  tâché  de  ne  jamais  perdre  de  vue  que  la  luci- 
dité et  la  rigueur  doivent  caractériser  un  livre  élémen- 
taire. Désirant  populariser,  pour  ainsi  dire,  cette  par- 
tie fondamentale  des  hautes  mathématiques,  je  ne  me 
suis  point  laissé  dominer  par  la  crainte  de  paraître 
quelquefois  prolixe,  en  m’efforçant  d’aplanir  les  diffi- 
cultés d’une  science  qui  en  renferme  déjà  assez  de 
réelles  sans  en  créer  d’autres  par  défaut  de  méthode 
ou  de  développements.  C’est  pourquoi  j’ai  insisté  sur 
les  théories  à proportion  de  leur  importance,  et  mul- 
tiplié les  exemples,  conformément  à ce  conseil  du 
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géomètre  anglais  : In  scientiis  addiscendix,  exempta 
prosunt magisquàm præcepta.  (Newton ,Arith.  univ.). 

Je  n’entrerai  pas  dans  d’autres  détails  sur  la  marche 
que  j’ai  suivie,  laquelle  se  révèle  d’ailleurs  par  la 
table  des  matières  qui  précède  l’ouvrage. 

Mon  travail  est  le  fruit  de  mon  amour  pour  une 
étude  qui  a fait  le  plus  constamment  le  charme  de 
mes  loisirs.  Puisse-t-il  faciliter,  autant  que  je  le  dé- 
sire, aux  jeunes  élèves,  les  abords  d’une  science  dans 
laquelle  se  sont  illustrés  tant  de  savants  géomètres 
dont  la  France  s’honore! 
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Page  i , ligne  dernière;  lises  on  appelle  Jonction  simple  celle  qui  n'exprime 
qu’une  seule  opération  sur  une  variable. 

Page  7,  ligne 3,  en  remontant;  au  lieu  dey  — 3 ax'dx,  lises  dx  — 3 ax’-dx. 

Page  8 , placez  la  lettre  A sur  l’arc  mm’. 

Page  to,  ligne  1 1 ; au  lieu  de  s étant  une  fonction  quelconque,  lises  • étant 
une  fonction  de  x et  de  h. 

„ . - « -h  bx 

Page  ai  , ligne  i,en  remontant;^  = , transposez  cet  exemple  à la 

page  2j. 

Page  22  , ligne  3 , en  remontant;  au  lieu  de  u = . . , lises  Su  = . . . 


Page  3o,  ligne  8;  au  lieu  de  = — 


iax'—dxdx  _ 3 ax'dx — dy 

5 ( ax1 — y)  ' 'Set  ~ à{ax’-s)  ‘ 
— idx‘ 


» — 3 dx 

Page  3a,  ligne  6;  au  lieu  de  d*y  = — . , lisez  d* y = _ 

8^’  8 \Jx* 

Page  3G,  ligne  o,  en  remontant;  au  lieu  de  dmyd"s  , lises 

dmr  dnt 

dm+n  u 

dy^ds". 

■ dym  ds" 

Page  37,  ligne  iti  ; lises  divisant  de  part  et  d’autre  par  Sx,  et  observant  que 
Sx  est  constant  lorsqu'on  différentie  par  rapport  à y,  un  trouve 

°idru  ,lr°xu  °x“  d.d  u d u 

— — — d - — ; à la  limite  il  viendra  / ■ — d - ..... 

Sx  J Sx  dx  y dx 


Sx 


Page  48,  lignes  to,  1 1,  12;  «u  lieu  de  ces  trois  lignes,  lises 

~ (x,y)dx- 1-  s (x-t-  V.dx,y)dy-e-  £;.  Si  l’on  passe  à 

la  limite  en  observant  qu’alora  a,  «,  e,  deviennent  zéro,  on  trou- 
vera, etc. 

Page  89,  ligne  4;  ««  lieu  de  on  ne  peut  changer  celle-ci,  lisez  on  ne  peut  la 
changer  pour  une  nouvelle  variable  indépendante. 

Page  i33,  lignes  5 et  6;  au  lieu  de  par  l’hypothèse,  sinx  = 7’,  cosx=s, 
lisez  par  l’hypothèse  sin  x = y,  cos  x = z. 

Page  i/jo,  ligne  17  ; au  lieu  de  x-4-  h = x ^1  H — ^ , lisez  x-ï- h-=  r^i 
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x x 

Page  i ;'|(> , ligne  i !\  ; lisez  cOfi  x = i — -j— j +-  ^ — * • • • 

Page  17/1,  ligne  1 a ; liiez  l (1  -+-  ÀJ'-')  = •i^V'  • 

•c  . 1 i + P ‘a  1 

Page  175,  ligne  0;  au  lieu  de  - = > -+■  t = — v — 1 - — '•+"  J 


Page  ig3,  ligne  3,  en  remontant;  lisez  J = I.  / + K £>  + Kr). 

Page  197,  ligne  4;  «u  l'eu  de  posée,  lisez  proposée. 

Page  ao4,  ligne  1,  en  remontant;  au  lieu  def(x)  = o,  lisez  /'  (x)  — o. 
Page  lG3 , ligne  17  ; ou  lieu  de  el  y — a , lisez  est  y — a. 

Page  376,  ligne  5 ; nu  lieu  de  — 

Page  393,  ligne  5;  au  lieu  de  d’où  résultent  l’équation,  lisez  d’où  résulte 
l’équation. 

Page  446,  ligne  avant-dernière;  au  lieu  de  — (au'  +-  bb‘  -+-  ce'  ) , 
lisez  — ( a a'  -y  bb'  -y  ce'  )!. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DIFFÉRENTIATION  DES  QUANTITÉS  ALGÉBRIQUES. 


Définitions  et  notions  préliminaires. 

1 . Une  quantité  est  dite  Jonction  d'une  autre  lorsqu'elle 
dépend  de  celle-ci,  quel  que  soit  le  mode  de  cette  dépen- 
dance, qu’il  soit  connu  ou  non. 

2.  Parmi  les  quantités  qui  composent  une  fonction,  on 
en  distingue  de  variables,  ce  sont  celles  qui  peuvent  prendre 
des  valeurs  quelconques-,  et  de  constantes,  savoir  celles  qui 
conservent  toujours  la  même  valeur.  Par  exemple,  yz^ax*  : 
j et  .r  sont  les  variables;  la  première  est  fonction  de  la 
seconde,  qui  est  la  variable  indépendante,  tandis  que  > 
est  la  variable  dépendante;  enfin  a est  une  constante. 

3.  Une  fonction  est  explicite  lorsqu’elle  donne  la  va- 
leur de  la  variable  dépendante  immédiatement , ou  par  une 
équation  résolue  ; telles  sont  y = f (x) , z = f{x,j).  Mais 
elle  est  implicite,  lorsque  la  variable  dépendante  est  liée 
aux  variables  indépendantes  par  une  équation  non  résolue, 
comme 

/(x>r)  = °,  f{x,y,z)=  o. 

4.  J’appelle  Jonction  simple  celle  cjui  ne  contient  qu’un 
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seul  terme  et  une  seule  variable;  et  Jonction  composée 
toute  fonction  qu’on  peut  dépecer  en  dilïérontes  fonctions 
simples  d'une  même  variable.  Par  exemple,  f (y,  s),  ayant 

r= ?(•*)  et  s = (x). 

5.  Les  fonctions  algébriques  sont  celles  cpii  proviennent 
des  cinq  premières  régies  de  l’algèbre.  On  les  distingue  en 
irrationnelles  cl  rationnelles,  suivant  qu’elles  contiennent 
des  radicaux,  ou  qu’elles  en  sont  exemptes. 

6.  Les  jonctions  transcendantes  sont  celles  où  il  entre 
des  exposants,  ou  des  logarithmes,  ou  des  ligues  trigono- 
métriques,  on  des  arcs  variables  ; par  exemple, 

y — nx,  ^-  = sinx,  y — arc  ( sili  = x), 

sont  des  fonctions  transcendantes  simples. 

7.  Lorsqu’une  variable  dépend  d’une  ou  de  plusieurs 
quantités  qui  dépendent  elles-mêmes  d’une  ou  de  plusieurs 
autres  variables,  on  dit  que  la  première  variable  est  Jonc- 
tion de  Jonction . Par  exemple,  soient  simultanément 

s~ f(.y)>  .»=?(*), 

alors  z est  fonction  de  fonction  de  x. 

8.  Si  dans  la  fonction  y=J'(x) , à chaque  valeur  de  la 
variable  indépendante  .r,  il  répond  une  valeur  unique  et 
finie  de  y ; si,  de  plus,  un  changement  infiniment  petit  h 
dans  la  valeur  de  cette  variable  indépendante  produit  un 
changement  infiniment  petit  dans  la  fonction,  ou  rend  la 
différence  /"(.r-f-ù) — /(.r)  infiniment  petite:  alors  la 
fonction  est  dite  continue.  Mais  elle  est  discontinue  si  les 
deux  conditions  précédentes  ne  sont  pas  remplies. 

P.  Nous  appellerons  injiniment  petite  une  quantité 
qu  on  peut  concevoir  plus  petite  que  toute  grandeur  don- 
née, ou  qui  petit  décroître  indéfiniment  sans  s’arrêter  à 
une  valeur  appréciable. 
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10.  L’on  dit  qu’une  grandeur  est  limite  d’une  autre , 
lorsque  celle-ci  peut  approcher  de  la  première  jusqu’à  n’en 
dilférer  qu’ aussi  peu  que  l’on  voudra,  sans  cependant  lui 
devenir  jamais  rigoureusement  égale.  Ainsi  la  limite  d’une 
fonction  est  la  valeur  vers  laquelle  cette  fonction  converge 
à mesure  que  la  variable  dont  elle  dépend  converge  elle- 
même  vers  une  valeur  déterminée. 

11.  S’il  s’agit  d'un  rapport,  sa  limite,  ou  sa  dernière 

raison,  est  l’état  où  il  se  trouve  lorsque  ses  deux  termes 

sont  parvenus  à leur  dernier  degré  de  décroissement.  La 

limite  d’un  rapport  peut  être  quelquefois  zéro,  d’autres  fois 

une  quantité  finie,  d’autres  fois,  enfin,  l'infini.  Par 

. axè  ■+■  bx'  a bx  , . a 

exemple , — = devient  - pour  x — o , et 

r ’ cxi  — dx  * c — dx 7 c r ’ < 

(-(- 1)  si  a — c.  Mais  = — devient  zéro  pour  x — o , et 

' ' ex7  r 

a 

- - = oc  pour  x = o. 

12.  Cela  posé,  soit 

(«)  S =/(*}■ 

Supposons  que  x varie  de  dx  et  dev  ienne  ar-f-  âx , âx  étant 
une  quantité  qui  peut  décroître  indéfiniment.  Représen- 
tons par  â ) l’accroissement  de  la  fonction  (i) , en  sorte  que 

S y =/(x  -F-  <Lr  ) —/(x  ). 

Le  rapport  de  cet  accroissement  à celui  de  la  variable  in- 
dépendante x sera 

S y f(x  + Sx)—/(x) 

' ' Sx  Sx 


La  limite  de  ce  rapport  se  nomme  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion (i).  On  la  désigne  par  y'  ou  J'  (.r).  Ainsi  l’on  a 


--/'[*)■ 


Hm^  = lim 


ÙX 


1 

I 

. j 

I 
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Afin  de  parvenir  à cette  limite  , l’on  suppose  que  la  va- 
leur âx,  attribuée  d'abord  à l’accroissement  delà  variable 
indépendante,  diminue  de  plus  en  plus  jusqu’à  ce  qu  enfin 
cet  accroissement  devienne  nul.  La  limite  y'  est  donc  la 

à Y * 

valeur  du  rapport  -r1-  au  moment  où  ox  = o.  Mais,  dans 

Sx 

ce  cas , dy  est  aussi  nul , et  l’on  a 


Cette  équation  n’a  rien  d’absurde  si  l’on  réfléchit  que  le 

9 y 

ne 
ox 


rapport  ne  peut  arrivera  sa  limite,  en  conservant  sa 


valeur,  qu’autant  que  ses  deux  termes  diminuent  par  voie 
de  division;  en  sorte  qu  ils  ne  deviennent  nuis  que  parce 
qu’ils  renferment  un  facteur  commun  qui  devient  égal  à 
zéro  à la  limite. 


boit , par  exemple,  le  rapport  — et  supposons  que 

a , d’abord  b , diminue  successivement  jusqu  à b , auquel 

cas  la  fraction  arrive  à sa  limite  et  devient  -•  On  a 

o 


(«  + b)  (a  — b) 

a — b a — b 5 


qui , pour  a — b,  se  réduit  à 

(a  b).o o 

o o 

D’ailleurs  la  petitesse  des  termes  d’un  rapport  n’inilue  en 
rien  sur  sa  grandeur,  et  il  peut  rester  le  même  quoique  ses 
termes  diminuent  indéfiniment,  et  parviennent  enfin  à 
zéro,  par  exemple.. 
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et" 


Laos  le  triangle  abc , on  a 

ab  ad  af  dk 

bc  <!e  fg  kl  ' 

or  si  ab  devient  de  plus  en  plus  petit,  jusqu'à  n’ètre  plus 
qu’un  point,  bc  décroîtra  aussi  indéfiniment,  et  devien- 
dra nul  en  même  temps  que  ab.  Et  pourtant  Ton  conçoit 
qu’il  doit  toujours  exister  le  même  rapport  entre  ces  deux 
zéros  qu’entre  ab  et  bc. 

13.  Les  quantités,  quelles  qu’elles  soient,  finies  ou  infi- 
niment petites,  dont  le  rapport  sera  équivalent  à la  der- 
nière raison,  ou  à la  limite  du  rapport  des  accroissements 
que  peuvent  prendre  simultanément  les  variables  x et  y, 
se  nomment  les  différentielles  de  ces  variables.  On  les  dé- 
signe par  la  caractéristique  d.  Ainsi  l’on  a 


(3) 

..  Sr 
lun  y-  = 

S.r 

fri* 

II 

d’où 

(4) 

dy  = 

y' dx. 

14.  Les  différentielles  dx , dy  étant  des  quantités  arbi- 
traires qu’on  suppose  proportionnelles  aux  accroissements 
évanouissants  dx,  dy,  on  peut  prendre  ci  x pour  dx , 
c’est-à-dire  l’accroissement  de  la  variable  indépendante 
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pour  la  différentielle  de  cette  variable.  Alors  l’équation  (4) 
montre  que  la  différentielle  de  la  fonction  est  égale  au  pro- 
duit de  sa  dérivée  par  l’accroissement  de  la  variable  indé- 
pendante. De  sorte  que  la  différentielle  d’une  fonction  sera 
une  quantité  finie , ou  infiniment  petite,  selon  que  l’accrois- 
sement de  la  variable  indépendante  sera  lui-mème  fini  ou 
infiniment  petit. 

lo.  Mais  ce  serait  commettre  une  erreur  de  confondre 
la  différentielle  dy  de  la  fonction  avec  l’accroissement  oy 


S 

de  cette  fonction.  En  effet,  le  rapport  ~ ayant  pour  li- 


mite doit  différer  dey'  d’une  quantité  t qui  s’évanouisse 
avec  dx\  et  l’on  a 


(5) 


puis 


(6)  Sy—f(x-\-Sx) — ,f(x)  —y'  Sx-yiSx. 


D’où  l’on  voit  qu’en  prenant  l’accroissement  dx  de  la  va- 
riable indépendante  pour  la  différentielle  de  cette  variable, 
la  différentielle y'dx  de  la  fonction  y ne  sera  que  le  pre- 
mier terme  de  l’accroissement  dy  de  cette  fonction. 

Cependant  on  voit  aussi  que  la  différentielle  s’approche 
de  plus  en  plus  de  la  différence,  ou  de  l’accroissement  ôy , 
à mesure  que  dx  diminue.  Ainsi,  il  y a d’autant  moins 
d’erreur  à prendre  la  différentielle  pour  l’accroissement  de 
la  fonction,  que  l’on  suppose  plus  petit  l’accroissement  de 
la  variable. 


16.  De  l’équation  (3)  on  conclut  que  la  dérivée  s’obtien- 
dra toujours  en  divisant  la  différentielle  de  la  fonction  par 
celle  de  la  variable.  Comme  y'  est  le  multiplicateur  de  dx 
dans  l’équation  (4) , on  désigne  aussi  la  dérivée  sous  le 
nom  de  coefficient  différentiel , et  l’on  a 


(7) 


dy 


dy 

dx 


dx. 
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17.  La  fonction  primitive  y — f(x),  d’où  l’on  déduit 
la  diilërentielle , se  nomme,  par  rapport  à eelle-ei , son 
intégrale. 

18.  La  quantités  de  l’équation  (5)  étant  une  fonction 
de  âx , qui  doit  s’annuler  en  même  temps  que  cette  va- 
riable, contient  nécessairement  d.r  comme  facteur;  on 
peut  donc  écrire  z = râx.  Alors  l’équation  (6)  se  change 
en 

./( x -F-  Sx)  — y(.r) = y Sx  -+-  t Sx', 
f(x  ■+■  Sx)  — f[x)  + y'  âx  -t*  “tSx*. 

D’où  l'on  voit  que,  pour  obtenir  la  diilërentielle  d une 
fonction , il  faut  remplacer  x par  x -4-  âx , ordonner  le  ré- 
sultat suivant  les  puissances  de  dx,  en  s’arrêtant  au  terme 
allêcté  de  la  première  puissance,  et  retrancher  du  résultat 
la  fonction  primitive. 

19.  La  recherche  de  la  différentielle  d’une  fonction 

n’aurait  donc  rien  de  difficile,  si  l’on  savait,  dans  tous  les 
cas,  développer  f[ x âx) , puisqu’elle  n’est  autre  chose 

que  le  terme  de  ce  développement  allecté  de  la  première 
puissance  de  âx. 

Or  le  calcul  différentiel  a pour  objet  d’enseigner  à trouver 
les  dérivées  et  les  dillëreulielles  des  fonctions,  et  d’en  faire 
l’application  aux  recherches  analytiques. 

On  voit,  d’ailleurs,  comme  l’obsci-ve  Carnot,  que  si  les 
quantités  évanouissantes  âx,  or,  on  les  différentielles  dx.dy 
qui  leur  sont  proportionnelles,  ne  présentent  à l’esprit 
qu’une  idée  vague,  du  moins  leur  introduction  dans  les 
calculs  a cet  avantage  qu’elles  conduisent , en  les  comparant 
entre  elles,  à des  résultats  rigoureux,  où  elles  ne  manifes- 
tent plus  leur  présence.  C’est  ainsi  qu’on  verra  que  y — - a.r3 
conduit  à y = 3 ax*  dx , et,  ensuite,  au  résultat  net  et 

précis  " = •)'=  3nx!.  Or  il  importe  peu  que  les  quan- 
tités dy.  dx  soient  des  êtres  de  raison,  pourvu  que  leur 
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rappurl  ne  le  soit  pas,  et  que  ce  rapport  soit  la  seule  chose 
qui  nous  intéresse. 

On  ne  révoque  pas  en  doute  l’exactitude  des  résultats 
obtenus  par  le  calcul  des  quantités  imaginaires,  qui  ne  sont 
pourtant  que  des  expressions  de  grandeurs  absurdes.  A 
fortiori,  ne  peut-on  pas  exclure  les  quantités  évanouissantes 
qui  sont,  au  moins,  des  limites  de  quantités  effectives,  et 
touchent,  pour  ainsi  dire,  à l’existence.  Celles-ci  peuvent 
se  comparer  aussi  bien  que  les  premières,  et  le  résultat  pré- 
cédent — = ?>a. x*  est  aussi  certain  que  ceux-ci  : 
dx 

= -+-  2 , y — : v — a = v'S . 

*20.  Pour  confirmer  ce  qui  précède,  et  le  rendre  encore 
plus  sensible  par  des  considérations  géométriques  , propo- 
sons-nous le  problème  des  tangentes,  qui  est  comme  le 
berceau  du  calcul  différentiel. 

I 


Par  un  point  m(x,  y),  d'une  courbe  quelconque  mkm', 
mener  une  tangente  à celle  courbe. 


21 . Soit  tirée  par  le  point  rn  la  sécante  smm! . Imaginons 
ensuite  que  cette  sécante  tourne  autour  du  point  in  jusqu  à 
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ce  que  le  point  ni  vienne  se  réunir  au  point  m.  Il  est  clair 
que,  parce  mouvement,  la  sécante  smni'  finira  par  n’avoir 
plus  que  le  point  m de  commun  avec  la  courbe  à laquelle 
elle  sera  alors  tangente  en  ce  point. 

Soit  y=f{x)  l’équation  de  la  courbe , J (x)  étant 
une  fonction  continue,  x représentant  les  abscisses  de  la 
courbe,  et  y scs  ordonnées.  Si  l’on  abaisse  du  point  m la 
perpendiculaire  mp , on  aura,  pour  les  coordonnées  de  ce 
point,  op  —X,  mp  =J-  Soit  abaissée  pareillement  du  point 
ni1  la  perpendiculaire  ni' p\  et  tirée  mi  parallèle  à l’axe  ox  ; 
enfin,  soit  fait  mi=h,  nii  = k.  Les  coordonnées  du 
point  tri  seront 

o])'  = x h , + 

s — r = m'p'  — mp  — m'i  = k , 

z — y m'i  k 

h mi  I ’ 

égale  tangente  trigonométrique  de  l’angle  ni  mi , formé  par 
la  sécante  s ni  avec  l’axe  des  x. 

Lorsque  la  sécante  s ni  se  meut  autour  du  point  m , et 
tend  à se  confondre  avec  la  tangente  tnt , le  point  ni  se 
rapproche  en  même  temps  de  plus  .’n  plus  du  point  ni,  et 
h et  h diminuent.  Lorsque  enfin  la  sécante  sera  devenue  la 
tangente  même,  h et  k se  seront  évanouis;  mais,  dans  le 

même  cas,  le  rapport  ji  qui  représentait  la  tangente  tri- 
gonométrique de  l’angle  formé  par  la  sécante  avec  1 axe  des 
abscisses,  deviendra  la  tangente  trigonométrique  de  1 angle 
Imi  que  forme  la  tangente  à la  courbe  avec  le  même  axe. 
On  voit  donc  que  eetU“  dernière  tangente  trigonométrique 

est  la  limite  ou  la  dérivée  du  rapport  ~i  dérivée  que  nous 
désignerons  par  y.  Or,  de  même  que  la  valeur  de  l’angle 


donc 

puis 
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Imi  ne  dépend  que  de  la  position  du  point  ni  et  de  la  l'orme 
de  la  courbe,  et  nullement  de  h ; de  môme  la  dérivée  y'  ne 
dépend  non  plus  de  h , mais  doit  porter  l’empreinte  de  la 
fonction  j"  = j ( x ) qui  caractérise  la  forme  de  la  courbe. 
D'un  autre  côté,  on  a 

m'i  = li  rfc  lm  ; 

mais  le  triangle  Imi,  dans  lequel  mi— h et  tang  Imi— y1, 
donne 

li  = y' h ; 

de  plus  lm'  devenant  aussi  zéro  pour  h = o,  on  peut  écrire 
lin  = s/t , e étant  une  fonction  quelconque.  Ainsi  l’on  a 

k = (y'±e)h,  d’où  j'=  y'±  t. 

Tant  que  k—z  — y et  h conservent  des  valeurs  subsis- 
tantes aussi  petites  qu'on  voudra,  la  quantité  e conservera 
elle  -même  une  valeur  semblable.  Mais  à la  limite,  c’est-à- 

dire  lorsque  h = o , le  rapport  ~ se  réduisant  à y' , on  a 

£ = o. 

Donc,  des  deux  parties  y et  £,  qui  entrent  dans  le 
rapport  la  première  est  indépendante  de  A,  et  la  se- 

conde s’évanouit  avec  h. 

22.  Examinons  à quoi  il  tient  que  les  deux  termes  du 

rapport  — — — se  réduisent  à zéro  à la  limite,  et  comment 

néanmoins  cette  limite  a toujours  une  valeur  déterminée. 

Soit  décrit  un  arc  de  cercle  du  point  m comme  centre, 
avec  le  rayon  mn,  égal  à celui  des  Tables , pris  pour  l’unité. 
Soit  abaissée  du  point  n la  perpendiculaire  nc  — s , qui  sera 
le  sinus  trigonométrique  de  l’angle  m' mi  que  forme  la  sé- 
cante sm!  avec  l’axe  des  ,r , tandis  que  me  — c sera  le  cosi- 
nus trigonométrique  du  même  angle.  Faisons  la  corde 
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mm'—l.  Les  deux  triangles  semblables  mnc , mtn'i  don- 
nent les  deux  proportions 


et 

Donc 

ainsi 


mn  ; mm'  ; ‘.ne ; m'i,  ou  i : / ; ; s : i 

mn  mm'  tt  inc’,  mi,  ou  l 1 / tt  c : h. 

A-  = Is,  h = le  •, 


tangente  trigonométrique  de  l’angle  m' mi  — 


m'i 

mi 


A 

à 


si 

cl 


Or  il  est  visible  que  lorsque  la  sécante  srn!  tourne  autour 
du  point  m , la  corde  mm'  diminue  progressivement,  et  qu'au 
moment  où  cette  sécante  se  change  dans  la  tangente  tm , 
on  a.I=o.  On  a donc,  pour  cette  tangente, 


tangente  trigonométrique  de  l’angle  r/mi  = '■ 


D’où  l’on  voit  que  c’est  la  présence  du  facteur  1=  o qui 

anéantit  les  deux  termes  du  rapport  - ^ — à la  limite.  Mais , 

dans  ce  même  cas,  ce  rapport  n’a  pas  moins  une  valeur 
déterminée , qui  est  celle  de  la  tangente  trigonométrique 
de  l’angle  que  forme  avec  l’axe  des  x la  tangente  à la  courbe 
au  point.  ( x,y ),  valeur  représentée  par 

, a n'  c' 


23.  D’ailleurs  A et  c,  étant  le  sinus  et  le  cosinus  trigono- 
métriques  d’un  même  angle,  ne  sauraient  être  nuis  en 
même  temps , mais  ils  peuvent  l’être  chacun  en  particulier; 

et  encore  dans  ces  deux  cas  le  rapport  ^ a une  valeur  dé- 
terminée, savoir  zéro  lorsque  s = o,  et  l’infini  lorsque 
c = o,  ce  qui  a lieu  lorsque  la  tangente  à la  courbe  est  pa- 
rallèle à l’axe  des  x , ou  lui  est  perpendiculaire. 

24.  D’après  tous  ces  détails  on  voit  parfaitement,  sans 
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doute,  que  la  limite  du  rapport  de  l'accroissement  d'une 
fonction  à celui  de  la  variable  est  toujours  une  quantité 
déterminée,  pourvu  toutefois  que  cette  fonction  soit  con- 
tinue; car,  sans  cela  , y — J (x)  ne  représenterait  plus  une 
courbe. 

2o.  Les  accroissements  de  la  variable  et  de  la  fonction 
peuvent  être  positifs  ou  négatifs;  on  les  désigne  toujours 
néanmoins  sous  le  nom  d’ accroissements . L'accroissement 
négatif  a lieu  lorsqu’on  substitue  x — âx  à la  place  de  x. 
Cela  revient  à supposer  d a?  négatif  dans  la  diilércnticlle  de}-' 
calculée  dans  l’hypothèse  de  l’accroissement  positif. 

2 (>.  L’accroissement  ou  la  différentielle  de  la  variable 
indépendante  x est  arbitraire;  nous  le  regarderons  comme 
constant,  et  nous  lui  attribuerons  toujours  la  même  valeur, 
quelle  que  soit  cette  variable  indépendante. 

27.  Lorsqu’on  développe  J (x  4-  âx)  suivant  les  puis- 
sances de  ùx,  le  premier  terme  du  résultat  n'est  autre  chose 
que  la  valeur  primitive  de  la  fonction,  savoir  / (x);  car 
c'est  à ce  terme  seul  que  se  réduit  tout  le  développement 
lorsqu’on  y fait  d.r=o.  Le  second  terme  est  la  dilféren- 
ticlle  J'  (x)  . d.r  de  la  fonction  proposée  y=  f{x),  puis- 
qu’on a 

f{x  -f-  Sx)  -xz  y y'  Sx  4-  w Sx'  4-  OSx'-t-  .... 

<■>,  0,...  étant  des  fonctions  indépendantes  de  r)x. 

28.  La  dérivée  et  la  différentielle  d'une  quantité  con- 
stante sont  nécessairement  milles. 

29.  Difl'érentier  une  fonction  y — J'(x),  c'est  chercher 
l’expression  de  la  dillérenliellc  rfy,  ou  de  la  variation  que 
subira  y lorsque  la  variable  indépendante  x croîtra  de  sa 
différentielle  dx . 

•10.  Lorsque  deux  fonctions  sont  égales,  leurs  dérivées 
et  leurs  différentielles  sont  aussi  égales  entre  elles.  Eu  effet, 
soient  y et  s deux  fonctions  de  x égales  entre  elles  pour 
toutes  les  valeurs  de  x.  L’on  a y = z , quel  que  soit  x ; chan- 
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géant  x en  X ■+■  àx,  il  viendra 

y {y'  -y  e)  S x = z + (z1  -y  e,)  3 x -, 

donc 

(y'  î)ôj:  = (î'+ii  )àx, 

puis 

y'  + £ = a'  -+-  t,  ; 

et  puisque  c et  st  peuvent  devenir  aussi  petits  qu’on  voudra, 
on  pourra  conclure 

y'  = z'. 

Par  suite, 

y'  (lx  — z'  dx  (’). 

31.  Deux  fonctions  qui  ne  diffèrent  que  par  la  con- 
stante ont  encore  des  dérivées  et  des  différentielles  égales. 
Exempte. 

. . ta  — x \ a a , 

d(a  -t-  bx')—dbx J = 2 bxdx\  d I 1 = d-  = — — f/x; 

ici  - — - = - — i , et  ne  dilfère  de  - que  par  la  constante 

XX  X 

{—  *)• 

Calcul  des  dérivées  des  quantités  algébriques  à une  seule 
variable. 

32.  Soit  proposé  un  ensemble  de  fonctions  combinées  entre 
elles  par  voie  d’addition  et  de  soustraction,  y—  a -hbu — et, 
a , b,  c étant  des  constantes , u et  / des  fonctions  de  x.  Chan- 
geons x’tnx  + o'x;  la  constante  a ne  changera  point  puis- 

(*)  Soient  a et  b deux  quantités  constantes,  e,  e»  deux  grandeurs  variables 
qu’on  suppose  pouvoir  devenir  aussi  petites  qu'on  voudra.  Si  l’équation 
a -i-  £ = b-\-oi  a lieu  quel9  que  soient  s et  w,  elle  se  partagera  en  deux 
autres  a — b et  s = 6>,  car  l’on  a 

a — b = eo  — £ j 

et  si  u—  b = d,  d étant  une  quantité  déterminée  quelconque,  on  aura 
aussi 

w — e = d : 

alors  u et  £ ne  pourraient  pas  décroître  finie  et  fatilre  indéfiniment  jus- 
qu’!! zéro.  Donc 

a = b , et  c = co. 
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qu’elle  ne  contient  pas  or;  bu  deviendra  b(u-hu'  âx  -heâx), 
et  se  transformera  en  c(/-t-£,da:-f-to<î.r).  Donc 

f(x-{-3x)z=(a-+-  bu  — ct)  + (bu' — c-f ' ) <î jt  — t-  bi3x  — fuijj 


puis 


et 


/(x  -H  Sx)  — ,/(x ) — ( bu'  — et')  Sx  -+-  (6  g Cto)  SXy 

a* +**)-/(*) = bu,  _ cf, + {bc  _ f „). 


Passant  à la  limite  en  faisant  âx  = o,  il  viendra 
dX 


tlx 


= y'=bu'-ct'. 


c’est  la  dérivée  cherchée;  et  multipliant  par  tlx , on  aura, 
pour  la  différentielle , 

dy  — bu'  tlx  — et'  dx, 
ou 

dr  = b‘^dx-c'JLdx, 
dx  dx 

ou,  plus  simplement, 

dr  = b du  — vdt , 

en  remarquant  que  ^ tlx  = du  et  ~ dx  = dt.  Donc  la  dé- 
rivée d’une  somme  de  fonctions  est  égale  à la  somme  des 
dérivées  de  ces  fondions  ; ou , ce  qui  revient  au  même,  pour 
obtenir  la  dérivée  d’un  polynôme  fonction  de  x , il  faut 
prendre  la  dérivée  de  chaque  terme  avec  le  signe  que  ce 
terme  affecte.  Il  est  évident  que  y = at  donnera 

y'  ~ at dy  — adt. 

La  dérivée  de  x = -r-  = i . 

dx 

33.  Soit  J = ut , supposant  u — f(x),  t — <p  (,r).  Fai- 
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différentiation  des  quantités  algébriques.  l!ï 
sons  x = x -f-  Sx , il  viendra 

y(x  + 5x)  = («  + u'5x-f-...)(r-|-ï,|î-r-1-..-) 

— ut  -h  («*'-+-  tu')  Sx  -H  .... 

Le  coefficient  de  dx  devant  être  la  dérivée  cherchée,  on 
aura  , pour  cette  dérivée , 

y'  — ut'  tu', 
et,  pour  dillérentielle, 

y'  rlx  — dy  = ut'  dx  -+■  tu'  dx , 

ou,  plus  simplement, 

dy  — udt  -+-  tdu , 


puisque  t' dx  — dt  et  u'  dx  = du. 

Donc,  pour  obtenir  la  dérivée  du  produit  de  deux  fonc- 
tions d’une  même  variable,  il  faut  multiplier  chacune  de 
ces  fonctions  par  la  dérivée  de  l’autre  et  ajouter  ensemble 
les  deux  résultats. 

34.  Supposons  maintenant  un  produit  de  trois  facteurs 
y = utv.  Posant  tv  — z , il  viendra 

A 

y ' = ( utv)'  — ( uz)'  — uz'  -y  u'z  ; 
l’équation  tv  — z donnera  aussi 
z'  = (tv)'  = tt>' 


substituant  cette  valeur  de  z'  dans  l’équation  précédente, 
on  obtiendra 


puis 

ou 


y'  = utn'  -t-  uvt'  ■+■  vtu' , 
y 'dx  — dy  = utv'dx  -f-  uvt'dx  -t-  vtu'dx , 


dy  — utdv  uvdt  + vtdu , 


à cause  de  v'  dx  = dv , t' dx  — dt,  et  u'  dx  — du  ; ainsi  de 
suite.  Donc , pour  avoir  la  dérivée  d’un  produit  de  plusieurs 
variables,  il  faut  multiplier  la  dérivée  de  chaque  facteur 
par  le  produit  des  autres  facteurs,  et  faire  la  somme  de  tous 
ces  produits.  * 
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35.  Soit  y = -,  t et  u étant  des  fonctions  de  x.  On  a 

U 

successivement 

ru  — t,  yu'  + uy  ' — r ' , uy'  — t'  — yti , 
et 

^ _ /«' 

» u 


Substituant  ici  pour  y sa  valeur  ->  il  vient 


X'  = 

et  ensuite 


tu' 
«*  ’ 


ut’  — tu’ 
ou  y — — 5 


udt  — tri  u 

eiy  = 

u 


D'où  il  faut  conclure  que  la  dérivée  d une  fraction  est  égale 
à celle  du  numérateur  moins  le  produit  de  celle  du  déno- 
minateur par  la  fraction  elle-même,  le  tout  divise  pat  le 
dénominateur. 

36.  Ou  au  dénominateur  multiplié  par  la  dérivée  du  nu- 
mérateur moins  le  numérateur  multiplié  par  la  dérivée  du 
dénominateur,  le  tout  divise  par  le  carré  du  dénomina- 


teur. 


37  Si  l’on  a y = ->  a étant  une  constante,  il  vient  : 
J u 

yu  — a , yu'  -t-  uy'  = o,  uy’  — — yu', 

— yu!  — u u! 


— a u 
u u 


— cidu 

et  dy  = — • 

ir 


Ainsi  la  dérivée  d’une  fraction  dont  le  numérateur  est  con- 
stant , n’est  autre  chose  que  le  produit  de  la  dérivée  du  dé- 
nominateur par  la  fraction  proposée  dont  on  a changé  le 
signe  du  numérateur  et  carré  le  dénominateur.  On  voit 

ce  qu’est  la  différentielle.  Ainsi  y — - donne 


et 
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^uant  à y = - = -•*, 


i 

a 


t' 


e 

- et 
a 


'a 


38.  D’aprcs  le  théorème  du  n°  34,  on  a 

(«fi')' utv  ' -+-  uvt'  -+-  vtu! v'  t ' u! 

utv  utv  vtu 


Supposons  maintenant  u — t — v,  il  viendra 


d'où 


puis 


(«■)'  a' 

«’  u 


«».3-  : 

U 


3 «V, 


rfa5  = 3 «-  rf«. 


On  peut  évidemment  conclure,  en  général,  que,  pour 
avoir  la  dérivée  d’une  puissance  quelconque  d’une  va- 
riable, il  faut  multiplier  la  dérivée  de  cette  variable  par 
son  exposant  et  par  cette  variable  élevée  à une  puissance 
moindre  d’une  unité.  Ainsi  la  dérivée  de  ( um )'  — mum~'u 
puis  du"'  = mu'"~'du , u étant  égal  à f(x). 

La  démonstration  précédente  suppose  que  m est  un 
nombre  entier.  Nous  allons  faire  voir  que  le  théorème  se 
vérifie  quel  que  soit  m , fractionnaire  ou  négatif. 

P 

Soit  y = u?,  l’on  en  déduit  y9  = mp;  ces  deux  fonctions 
étant  égales,  leurs  dérivées  le  seront  aussi  (30)  ; et  comme  p 
et  q sont  entiers  et  positifs,  on  aura 


d’où 

Or 


qy9~x  .y'  = put-' . «'  ; 
y'  = '-^u'. 

J qy-' 


«p  y 9 

u!’-'  = — et  y9~'  = — ; 

u y 


! 


3 

■ 

s 
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, p uPy  , 

y — « , 

7 «y9 


cl  puisque  11?  = y il  vient 

'/  " 

Mettant  ici  pour  y sa  valeur,  on  a 

P 

q P. 

, P 11  ' P q 

V « <1 

Soit  à présent  j = u~p,  on  a 


^ up 


Donc 


ou 


’r’={î>)=-^ï  <">■ 


, — piiP-'  «'  . , # 

' — ‘ — = — purp~'  u . 


y = 


Partant,  la  formule  (u"1)'  = mu'n~iul  a lieu  pour  quelque 
valeur  que  ce  soit  de  m.  Il  en  résulte 

tl  ( um  ) — nium'~'(iu. 

39.  Si  Ton  avait  à prendre  la  dérivée  d’une  fonction  ra- 
dicale, on  la  remplacerait  par  une  puissance  fractionnaire. 
Ainsi  la  dérivée  de 


Donc  la  dérivée  d’un  radical  du  second  degré  s’obtient  en 
divisant  celle  de  la  quantité  qui  se  trouve  sous  le  signe  ra- 
dical par  le  double  du  radical. 

10.  On  remarquera  que  la  dérivée  d’un  radical  est  aussi 
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un  radical  du  même  degré , car 


Applications,  y = a 


b six1  ■ 


— donne 

2 \X 


dy  = 


1.9 


i = \J a bx  -+-  car*  donne 


j (b  ■+■  zcx) dx 

Z v'a  -h  bx  -h  ex* 

K 

La  dérivée  du  produit  (3x — 2)*  (4  -+-  5x*)  (2  — x3)  est 
2.3 (3 x — z)  (4  -+-  5x’)  (2  — x3)  iox  (3x  — 2)?(2  — x3) 
— 3 x1  (3x  — 2 )’  (4  -h  5x>). 


Dérivées  et  différentielles  des  fondions  de  Jonctions. 

•11 . Soient,  en  même  temps,  z — F (y),  y = J(x)  ; auipiel 
cas  z est  une  fonction  de  fonction  de  or,  z = <}>(x)  , qu’on 
obtient  en  éliminant  y des  deux  équations  proposées.  Don- 
nons à x l'accroissement  dx,  et  soient  ôy  et  dz  ceux  que 
prendront  j et  z 5 on  aura 

Jz  __  F(_r-Mr)  — L(.r)  _ *'(?■+■  2 y)  — F(^)  _ 3 y 

Sx  3x  3 y Sx 

Supposons  maintenant  que  dx  décroisse  indéfiniment  ; à la 
limite,  c’est-à-dire  lorsque  dx  = o,  on  aura  aussi 
3 y = o , Sz  — o. 


O11  devra  remplacer  pa. 

‘ 0 x 1 (h: 


P’  n,  F(r-f-^.r)  — f(r) 


<U 


dFly)  dz  . 

par  --- — — — ; enfin  le  premier  membre  deviendra  visi- 
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blement  ~ . Donc  on  aura 

dx 

tlz <lz  <ly 

dx  dy  dx 

Ce  qui  nous  apprend  que  la  dérivée  d’une  fonction  de  fonc- 
tion est  le  produit  des  dérivées  de  ces  deux  fonctions.  Rn 
multipliant  de  part  et  d'autre  par  dx  pour  avoir  la  diilé- 
renlielle,  il  viendra 


tlz  dy 
dy  tic 


dx 


ou,  plus  simplement, 

tlz 


dz  fl) 
d y dx 


dx , 


parce  que  le  second  membre  fait  voir,  par  sa  forme,  que 
la  dilïéreulielle  est  prise  par  rapport  à x. 

Si  l’on  convient  d'indiquer  par  n'x  la  dérivée  de  la  fonc- 
tion u relative  à ar,  eu  plaçant  à la  droite  et  en  bas  de  u'  la 
lettre  par  rapport  à laquelle  on  prend  la  dérivée;  alors 
la  fonction  de  fonction  z = F(jp),  y — j [.x  ) donnera 
z'x  = z'y  y'x  pour  l'expression  de  sa  dérivée. 

La  môme  notation  appliquée  à une  fonction  de  la 
sorte  u =f(y,  z)  , y et  z étant  des  variables  indépen- 
dantes, ou  fonctions  d'une  troisième  variable  .r,  donnera 
évidemment  uy  =fÿ  (y,  z)  pour  l’expression  de  la  déri- 
vée, par  rapport  à y,  de  la  fonction  y,  z).  De  sorte  que 

> _ du  _ df(y,z) 

? dy  dy 

42.  Soient  encore  tout  à la  fois 


« = F(z),  z-zxf(y),  y =<f(x). 


Ces  deux  dernières  donnent 


dz  tlz  dy 

dx  dy  dx 
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d’ailleurs  ou  peut  les  remplacer  par  la  relation  z = ÿ(x) , 
laquelle  se  combinera  avec  la  première  m = F(.z),  il 
viendra 

du  du  dz 

dx  dz  dx 

Mettant  ici  pour  ^ sa  valeur  précédente,  on  trouvera  dé- 
finitivement 

du  du  dz  dy 

dx  dz  dy  dx 

Donc  la  dérivée  d’une  fonction  de  fonction  est  toujours 
égale  au  produit  des  dérivées  de  toutes  les  variables  prises 
chacune  par  rapport  à celle  qui  la  suit,  ou  dont  elle  dé- 
pend immédiatement,  comme  si  elle  était  variable  indé- 
pendante. 

Passant  à la  différentielle,  on  aura 


dz 

dy 


c’est  la  différentielle  de  u par  rapport  à x.  Exemples.  Soient 
« =:  4Z*  z — x-  — 2x, 


d où,  en  éliminant  z , 

U = /{.(x7  — 1 x)1. 


du  dz 

— = 12  2%  =2X — 2; 

dz  dx 


— = I2Z5.(2X  — 2)  = I2(x!  2x)3  ( 2X  — 2). 

Soient 

z—y’,  y — a-hbx, 

d'où 

dz  dy  dz 

Ty  = ^'  dx=b’  = **(«  + **). 


a + bx 
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a bx  — t , ( 1 — x)1  = u , 


on  a 


u 


ut'  — tu' 


Or 

donc 


t' — b , u'  = — 2(1  — x); 


y 


, (1  — x)J.  b -t-  ?.{a  -+-  bx)  (1  — x) (1  — x)  bx) 


(1  — x)‘ 


y = 


b -t-  bx  -t-  2 a 


(t-x)> 


Lorsque  la  fonction  que  l’on  représente  par  une  seule 
lettre  n’est  pas  très-compliquée,  on  peut  faire  le  calcul 
sans  1 introduction  de  cette  lettre.  Ainsi 
y =z  3 (ax*  — b)1 
donne  immédiatement 

y'  = 6(ax! — b)  .zax  — i2(a,x1 — abx ). 


Dérivées  des  fonctions  composées , 

43.  Soit  la  fonction  u —f(y,z)  avec  y — y (x),  z = 
on  demande  la  dérivée  et  la  différentielle  de  u.  Donnons 
à x un  accroissement  quelconque  dx;  et  soient  3jr,  â z 
et  du  ceux  qui  en  résulteront  pourj^,  z,  u.  On  aura 

Su—Ar+ày,  z + dz)— /(r, s) 

=f(y  + * y,  z)  — f(y,  z)+f(y-ySy,z  + 3z)  —f(y+  Sy,  z). 
Or 

/{y  + 9y,  z)  — f(y,  z)  [y,  z)  S y 4-  eSy, 

/{y  + 3y,z  + Sz)  -f(y-\-Sy,z)  =fz(y  + 3y,z)3z -{- e,Sz. 


Substituant  dans  l’équation  précédente,  il  viendra 

“ —fy{r,z)<iy  +fz  (y-+-3y,z)3z  + e3y  + e,Sz; 
puis  divisant  par  dx  , 

3 u .t  .Sy  , .Sz  Sy  Sz 

Sï=fr  + + SÏ’ 
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Passons  maintenant  à la  limite,  en  supposant  que  dx  dé- 
croisse successivement  jusqu’à  zéro;  alors  dy,  dz  et  â u dé- 
croîtront aussi  jusqu’à  zéro , et  en  même  temps  e , , qui  ont 

ox  pour  facteur,  s’évanouiront,  ce  qui  fera  disparaître  les 
deux  derniers  termes  de  l’équation  précédente.  De  plus  , le 
facteur  J'J  [y  -+-  dy,  z)  deviendra  (y,z)  ; enfin  les 

S u S y S z / 1 • , i i • • , 

rapports  t— ? j— , réduits  a leurs  limites,  pourront  etre 

0 X 0 X 

remplacés  par  les  rapports  différentiels  et  l’on 


aura 


Or 


dx  dx 
dz 


du  j .dy  ci 


r'  , , du 

fr{y'l]  = dy' 


f (/>*)  = 


du 
dz  ’ 


donc  finalement 


du 

dx 


du  dy 
dy  dx 


du  dz 
dz  dx 


Pour  passer  à la  différentielle  , il  n’y  a qu’à  multiplier 
par  dx,  et  l’on  a 

du  dz 


du  = ttdx 


Or  les  équations 
donnent 


dy  dx  dz  dx 

y = ?(*),  * = +(■*) 


dx. 


. dy  dz 

dy  = — dx,  dz  = — dx  ; 
dx  dx 

ainsi  l’on  aura  plus  simplement 

du  du 

du  = dydy  + Tzdz. 

S’il  s’agissait  de  la  fonction  u —f(y,  z,  u) , dans  laquelle 
y,  z , u sont  des  fonctions  de  x , on  démontrerait  de  la  même 
manière  que 

du  du  dy  du  dz  du  dv 

dx  dy  dx  dz  dx  dr  dx 
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du 


Ainsi  de  suite. 

Donc,  la  dérivée  d’une  fonction  composée  de  différentes 
fonctions  particulières  sera  la  somme  des  dérivées  rela- 
tives à chacune  de  celles-ci  , considérées  séparément  et 
indépendamment  les  unes  des  autres.  Et  pour  obtenir  la 
dillérentiellc  d’une  fonction  composée,  il  suffit  de  différen- 
tier  tour  à tour  par  rapport  à chacune  des  fonctions  compo- 
santes et  défaire  la  somme  des  différentielles  ainsi  obtenues. 
du 
dz 

partielles  de  la  fonction  u , prises,  la  première  comme  si  y 
était  seule  variable  et  z constante;  la  seconde,  comme  si  z 
était  seule  variable  et  y constante.  On  peut  désigner  ces 
différentielles  d’une  manière  simple  et  commode  par 
firu,  dtu,  etc.  De  sorte  que  la  fonction  u — f(y.z,v)  don- 
nera 


dz  , etc.  , sont  les  différentielles 


, . , du  , 

Les  quantités  — dj, 


du  — d-u  -t-  d-  u -yd,u. 


Les  règles  (33,...)  sont  des  cas  particuliers  de  la  précé- 
dente, et  peuvent  se  déduire  de  celle-ci.  Soit 


on  a 

puis 

Soit 

d'où 


" = F (y,z)=yz  avec  y—fx,  z = <fx. 


du  du 


du  — zdy  ydz. 


y 

u 


uz , dy  = udz  -+-  2 du , 


Z(ly  — ydz 


dx1  — d(.Tx)  — xdx  xdx  — A xdr  ; 

d.ir  — - d{x"  .x)  — dx7 .. v ■+■  x1dx  — 3 x7dx  •+■  .c'  dx  = 3 x2dx. 
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Soit 

_ ( I X7)7  — (3 2.t)x 

4 — 5x  ’ 

je  pose 

I — X!  = Z,  (3 2x)x  = 3x 2X7—t,  4 5x~Vt 

d’où  l’on  déduit 

dz  i It  . 

7iZ=-7x'  ^ = 3-4x’ 


dv 

dx 


r 21—  t 

■ 5 , et  u — > 


qui 


i donne 


du  2 z du  — i du  — (z7 — t)  t — z- 


dz  v ’ dt  v dv 


Substituant  dans  la  formule  générale  convenable  à ce  Tas  , 


du  du  dz  du  dt  du  dv 

dx  dz  dx  dt  dx  dv  dx 


il  viendra 


du  2 z — i ,,  t — z7 

= 2X  H (3  — 4x)h — —5  j, 

dx  v v v7 


OU 


du  — 4 **  — 3 “4—  4 x 5 1 — 5z’ 

dx  v v 7 


il  ne  reste  plus  qu’à  substituer  pour  z,  t,  v leurs  expres- 
sions, et  l’on  obtiendra 

du  4*J  — 3 5(i — 3i  + x') 

dx  4 — 5a:  (4 — 5.r)3 

ou  » 

du  lôx3 — i5x‘  — 7 
dx  (4  — 5x)7 

Quelle  est  la  dérivée  de  la  fonction 

(.r’  — i)3  (2  — 3z!)’(?.i  — i ) = m? 

Soit  posé 

(x7  — i)3=/,  (2  — 3z')’  — z,  IX — l = c, 


: 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  PREMIER. 


26 

d’où 

Ol 


donc 


u—yzv , u'  = yzv  ' -f-  yz'v  4-  zvy  ' . 

y'  — 3(xJ  — t)’  2x  =r  6x(x’  — i)’, 
z'  — 2(2  — 3x-').  — 6x  = — i2x(a  — 3x’), 
v' 2; 


«'  = 6x(x’  — i)’(a  — 3x!)’  (ai — 1) 

— i îx,j  — 3x’)  (x1  — 1 )*  (2t  x — 1)  -t-  2(xl  — i)5  (a  — 3x’)5. 


Dérivées  et  différentielles  des  Jonctions  implicites  ou  des 
équations  à deux  variables . 

-44.  Si  une  fonction  de  x est  nulle  identiquement , c’est- 
à-dire  quel  que  soit  x , sa  dérivée  et  sa  différentielle  seront 
encore  identiquement  nulles.  En  effet,  l’équation  identique 


donne 

donc 

puis 


y =Jx  — O , 

f(x-+-3x)  — o—y  + y'8x-{-...-, 
/(x  -I-  ox)  — /(x)  = o —y’ Sx  -t-. . 
f(x  + 8x)— A*)_y.  | _0 


A la  limite 


ensuite 


dy  = y'dx  — o. 


Lorsqu'une  fonction  de  x est  nulle  pour  une  valeur  donnée 
à x , il  ne  s’ensuit  pas  que  nécessairement  sa  dérivée  soit 
aussi  nulle  pour  cette  valeur.  Par  exemple , 

x1  — 5x  4-  6 = (x  — 2)  (x  — 3) , 


devient  nulle  pour 

x = 2 ci  x = 3 ; 

cependant  sa  dérivée  ix — 5 ne  devient  zéro  ni  par  l’une 
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ni  par  l’autre  de  ces  valeurs  ; car  x = 2 rend  cette  déri- 
vée égale  à — 1 , et  x — 3 la  réduit  à (-t-i). 

4o.  Considérons  maintenant  la  fonction  implicite 


(1)  u = F(x,y)  = o. 

Si  l’on  eu  tirait  la  valeur  de  y,  cette  valeur  serait  fonction 
de  x,y  = J'(x) , et  en  la  substituant  ensuite  à la  place  dey 
dans  l'équation  précédente  on  aurait  un  résultat  F [x,  f(x)  j 
fonction  de  x seul,  et  qui  serait  identique,  c’est-à-dire 
toujours  nul  pour  quelque  valeur  qu’011  donnât  à a:;  la  dif- 
férentielle de  ce  résultat  sera  donc  pareillement  nulle.  Or 
«,  pouvant  être  considérée  comme  composée  de  deux  fonc- 
tions de  .r,  aura  pour  différentielle 


, du  du  , 

du  = — — dx  H — — dy  : 
dx  dy 


et  puisque  cette  différentielle  doit  être  nulle,  il  viendra 


du  du  , 

-dx  -+-  — dy  — o. 
dy  J 


dx 


Nous  pouvons  tirer  de  cette  équation  la  valeur  de  qui 


sera 


et , par  suite  , 


dy. 

dx 


du 

dx 

du 

dy 


du 

dy=-fdx. 

du 

dy 


D’où  l’on  voit  qu'011  obtient,  sans  résoudre  l’équation  (1)  , 
la  dérivée  dejy;  il  suffit,  pour  cela,  de  prendre  les  dérivées 
de  la  fonction  u tour  à tour,  comme  si  x et  y étaient  varia- 
bles indépendantes,  diviser  la  première  par  la  seconde,  et 
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prendre  le  quotient  avec  un  signe  contraire  à celui  qu’il  a. 
On  aura  ensuite  la  difïérentielle  en  multipliant  par  <lx. 

A la  place  de  la  notation  on  écrit  indifféremment 
r dx 


d.  r 


Soit 

y1  -f-  x3  — 3 

il  vient 

du 

3.21—  3 ay, 

dx 

ainsi 

dy  _ 

x7  — 

ay  ay  — , 

du 

dy 


3 ax\ 


dx  y*  — ax 
De  même  y*  - 
du 

dï' 


y1- 


, ay  — -r  . 
et  dy  :=  — dx. 


y*  — ax 


xî  — r*  = o = u,  donne 


du 

T = 2/> 

dy 


dy 

dx 


De  x 1 -t-y* — 2 rx  = r*,  on  déduit 


dy 


x1  -+-  y1  — 2 rx  — r = u — o et  —zss  y'  : 

dx 


r — x 
J 


46.  On  remarquera  que  ce  procédé  donne  la  valeur 
de  y'  en  fonction  de  x et  y,  et  non  en  x seul,  comme  on 
l’aurait  en  résolvant  l’équation  u — o par  rapport  à y.  Pour 
parvenir  à n’avoir  y'  qu’en  fonction  de  la  première  puis- 
sance de  x,  il  faudra  éliminer  y au  moyen  de  u = o.  Par 
exemple,  on  élimine  y entre  les  équations 

r — x 

u = y • H-  x-  — 2 rx  — r7  — o et  y'  — , 

y 

en  substituant  dans  celle-ci , à la  place  de  y,  sa  valeur  dé- 
duite de  la  précédente,  et  il  vient 


y 


yV  — -4-  2 rx 


comme  si  l’on  eut  pris  la  dérivée  de  y = yr* — x*-f-  2 rx . 
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Ce  dernier  calcul  a l’inconvénient  de  faire  monter  y'  au 
même  degré  qu'a/  dans  l'équation  proposée.  En  cllct,  si  y 
entre  au  degré  n dans  l’équatiou  ii—o , sa  valeur  y — j (x), 
déduite  de  cette  équation,  sera  une  racine  du  degré  n. 
Donc  y'  aura  pareillement  n valeurs. 

On  peut  toujours,  d'après  ce  qui  précède,  dilféreutier 
une  équation  quelconque  à deux  variables  , 

/(*.  r)  = “ = o, 

et  en  déduire  l'expression  de  y' . 

Soit,  par  exemple, 

y1  -+•  2 ax*y  — ajr1  = u = o , 

on  trouve 


d’c 


et 


du  .du 

~ — 4 axy,  — = -f-  2.  ax*  — 3 ay 


du  — 4 axy  dx  -+-  ( 4 jd  ■+-  2 ax-  — 3 ay’)  dy  = o , 


— 4 axy 


4 y3  -+-  2<w!  — 3 a/’ 

47.  Si  l’on  a u = u avec  n = J‘[x , /"),  v = çp(x,  _/),  on 


en  eléduit 


ou 


du  du  dv  dv 

-—dx  - 1-  — ■ rf/  =r  — dx  -+-  — dy, 
dx  dy  dx  dy 


' du  dv 

ylx  dx  j \dy  dy  ) 

puis,  finalement, 


du  dv 
dy  dx  dx 

dx.  dv  du 

dy  dy 


Differentier  l'équation  \jx  — by 1 = \laxs  — y. 
On  a 

[x—  ôy'Y  = (a.v*—yy. 


■m 

y* 

.. 
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puis 

ï(*  — by')  *d(x—by)  = 


d(x — by1)  dx  — "ibydy 
3y^(x — by ’J1  3 y ( x — by1)1 


On  calculera  de  rai'mc  df  (ax*  — y),  et  l’on  trouvera, 
pour  la  différentielle  demandée, 


dx  — 2 by  dy  3 axJdx  — dy 

3 i. 

3 \/(x  — by*)*  5 fax'  — v)' 

En  divisant  ce  résultat  par  l’équation  proposée,  il  viendra, 
sans  radicaux  , l’équation 

dx  — 2 by  dy 3 ax'-  — dx  dy 

3 (x  — by 5 ) 5 ( t ix 1 — y ) ’ 

puis 

, 5 (ax'"  — y)  — q«.r’(x  — by'1) 

^ i o by  (ax1  — y)  — 3 (x  — by1) 

Dérivées  et  différentielles  successives  des  fonctions  algé- 
briques à une  seule  variable. 

-48.  La  dérivée  y'  d’une  fonction  ^ = F(x)  est  égale- 
ment une  nouvelle  fonction  de  .r;  on  peut  donc  aussi 
prendre  la  dérivée  de  y',  ce  qui  donnera  la  deuxième  dé- 
rivée de  j.  On  peut  prendre  à son  tour  la  dérivée  de  cette 
deuxième  dérivée,  ce  qui  donnera  la  troisième  dérivée,  et 
ainsi  de  suite.  La  première  dérivée  y/  = F,(x)  se  nomme 
du  premier  ordre ; la  dérivée  île  y1  s’appelle  du  deuxième 
ordre,  et  se  marque  y"  ; celle  dey"  est  la  dérivée  du  troi- 
sième ordre,  et  s’écrit  y"',  etc.  Au  lieu  de  désigner  les  diffé- 
rentielles successives  de  la  fonction  dy  par  ddy,  dddy , etc., 
on  écrit,  pour  abréger, 

d‘y , d'y,...,  dny. 


49.  Soit  la  fonction y=  F (x) , on  en  tire 

, dy  d F(.r) 

dx  dx 


Digitized  by  Google 


DIFFÉRENTIATION  DES  QUANTITÉS  ALGÉBRIQUES.  3l 


c’est  la  dérivée  du  premier  ordre.  Prenant  à son  tour  la 
dérivée  de  ce  résultat,  il  vient 

.± 

y"  — iù—  — 

dx  dx 


pour  la  dérivée  du  deuxième  ordre.  Or  dx , qui  est  l’accrois- 
sement arbitraire  de  la  variable  ,r,  est  indépendant  de 
cette  variable.  Nous  sommes  convenus  de  prendre  cet 
accroissement  toujours  le  même;  alors  on  a 


donc 

I)e  même 


.dy  _ d'y 
dx  dx 


d'y 


d'y 


n J . J . 

dx  ’ dx ' 


dy"  _ { f£j_  . 
dx  dx ' 


dx  — 


d'y 

dx' 


De  ces  dérivées  successives  on  déduit  les  diH’érentielles 
des  différents  ordres 


d' y —y"  de',  d'y  = /"dr* . 


ou 


(p  Y d*  Y 

d'y  — — dx',  d'y  = dx 3 

dx1  dx 3 

Soit  y = la  dérivée  du  premier  ordre  est 


, _ dy — i , 

dx  x ' 


la  différentielle  du  premier  ordre , 
dy  —/dx  — — 


dx 


La  dérivée  et  la  différentielle  du  deuxième  ordre  sont 


2 %dx'- 

— j d'y  — — 
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dix  = 


XA 


Soit  encore  y = y/;rs  = .r7  ; on  aura 


_ 3 i_3  r 
2 2 ’ 

, tir  — - Jxdx 
2 

3 

3 dx' 

4v/ï 

d y — . r 1 
4v* 

— 3 

— 3dx 

8\fx* 

d*y— 

8jx* 

Soit  encore  y = \ ôc\  on  trouvera  successivement 


dx 

fiy  — ^ d'y  ~ 

— dx 

- . - 

3 dx3 

2 y r 

1 

*Ll 

8 sjxh 

1 

— 1 

3 

1 

M 1 
<J 

h il 
1 

4/r3 

8^xi 

y = -p  donnera 
y.r 

2.X  y X fyaryx 

Il  est  à propos  d’observer  que  tout  radical  subsiste  au  même 
degré  dans  ses  dérivées  ou  ses  différentielles. 

Pour  n entier,  la  dérivée  de  l’ordre  n de  y = x"  sera 

y(n>  = n(n — i)  [n  — 2)...  2.1. 

La  dérivée  de  l’ordre  (n  -+- 1 ) sera  zéro,  ainsi  que  les  sui- 
vantes. 


Différentiations  successives  des  Jonctions  de  Jonctions. 
50.  Nous  avons  vu  que  le  système  des  deux  équations 

(1)  * = F(r),  y—f(x), 


donne 

(») 


dz  dz  dy 

dx  dy  dx 


1 
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Pour  obtenir  la  dérivée  du  deuxième  ordre  , il  faut  appli- 
quer à ce  résultat  la  règle  de  la  différentiation  des  produits . 
et  l’on  a 

/dz y / dz\'  dy  dz  / dy\' 

\ dx  ) \rf)'  ) dx  dy  ) 

Or 

/ dz  y d'z 

\f/,r  ) dx'1  ’ 

— étant  fonction  dejy  seul . d’après  l’équation  s = F(y),  on 
aura 

— = 0(7)  et  y =/(*); 

donc 

j dz\'  d'z  dy 

\ dy  J dy'  dx 

Enfin  étant  fonction  de  x seul , on  a 
dx 

( 4rY.±  d‘y 

\dx)  ~ dx  ' 

Donc,  définitivement, 


(3) 


d'z  d1  z dy-  dz  d'y 

dx1  dy ' dx'  dy  dx‘ 


C’est  la  dérivée  cherchée;  multipliant  par  dx 5 de  part  et 
d’autre,  on  obtiendra  , pour  la  diflérentielle  du  deuxième 
ordre, 


(4) 


d'z  , dz  , 
d'z  — — — dy‘  H — — d'y. 
dy'  dr  J 


Si  l’on  diflérentie  une  troisième  fois  , on  obtiendra 


(5) 


d'z  d'z  dy 3 r/!z  ^ ^ 3 ^'y 

dx3  dy 3 dx'  dy 1 dx  dx'  dy  dx 1 


pour  dérivée , et 

d'z  -d'z  dz 

(b)  d'z  =—dy*+3—dy.d'y  + — d'y 

pour  différentielle  du  troisième  ordre. 

3 
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Exemple.  Soient 

z =■}.)  et  r = 3a::, 

d où 

Z = 54  x(i 

on  a 

,lz  r j (l~  r 
~r  — oy -r  = 6 r > 
dy  dx 

et  l'équation  précédente  (t)  donnera 
dz 


dx 


ou 


6tr*6-P  = 36j?.  9 j?*, 


dz  _ , . 

— = 3?4,r^- 

dx 


C’est,  en  effet , le  résultat  qu’011  obtient  en  calculant  direc- 
tement la  dérivée  de  z — 54x6. 

Pour  obtenir  la  dérivée  du  deuxième  ordre , il  faudra 

prendre  l’équation  (3)  et  substituer  pour  leurs 


valeurs 


d 3 (l^  Z a 

i = 6r'  ^=(«.ev  = -v. 

-£v  = 36'’'  ê = '6*l’  = 6‘ 


on  aura 


'il2—  12  r.36x'-t-6 r:.6=  1206 .r‘  h-  3a4**=  1620a:1, 

dx' 

comme  si  I on  eut  calculé  la  dérivée  de  3 2 4 3?  • 

Les  formules  précédentes  servent  surtout  à calculer  di- 
rectement la  différentielle  ou  la  dérivée  de  tel  ordre  qu’on 
voudra  d’une  fonction.  Soit  demandée,  par  exemple , la 
différentielle  du  troisième  ordre  de  la  fonction  z = yfa i* — x*. 
Je  pose  y = a*  — x*  ; en  sorte  que  les  deux  équations 

z = v/ÿ  «t  y = n4  — x-  remplacent  celles  (i).  Je  prends  la 
formule  (fi)  et  j’en  calcule  les  différents  termes.  Or 
dz  - t-i  d*z _ — î d'z  _ -4-  3 

dy  O \jy  lb'  ‘ 4 8 V^- 
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D’uu  autre  côté,  l’équation  y = a* — x1  donne 

dy  = — 2 xdx,  d'y—  — idx1,  d'y  — o, 
et  je  trouve 

,,  3 x3  dx*  3 xdx3 

d'z  — ■ 

\j{a- — x'f  V'(a’  — x')' 

Multipliant  les  deux  termes  de  la  dernière  fraction  par 
a-  — x* , il  viendra  enfin 

d'z—  — 3 — nX  dx 
v(n’  — x'Y 

Explication  de  notation. 

ol . Avant  d’aller  plus  loin , il  nous  faut  exposer  la  nota- 
tion des  dérivées  et  des  différentielles  des  ordres  supérieurs 
à plusieurs  variables. 

Soit  donc  la  fonction  u = J (x, y,  -■) , z étant  des 
variables  indépendantes.  Le  dérivée  de  , prise  relative- 

, , . d‘  u ...  du 

ment  a y,  s exprimera  par  — — — : celle  de  — , par  rapport 

, ,,  . d-u  . „ . d'u  . .„  , 

a z , s écrira  — ■ ■ • Ainsi  1 expression  ^ signitie  qu  apres 

avoir  pris  la  dérivée  de  u par  rapport  à z , on  prend  en- 
suite la  dérivée  du  résultat  par  rapport  à y ; et  ~jyy  in- 
dique la  même  chose  dans  un  oidre  inverse. 

On  peut  encore,  si  l’on  veut,  désigner  par  u"f , u,  les 
dérivées  de  «,  prises  deux  fois  de  suite  respectivement  par 
rapport  à y,  et  par  rapport  à z.  De  sorte  que 


De  même , on  peut  représenter  par  u la  dérivée  seconde 
de  m,  prise  d’abord  relativement  à s,  puis  relativement 
à y ; et  u"  exprimera  la  dérivée  du  second  ordre  de  n . 
prise  en  premier  lieu  par  rapport  à y,  et  en  second  lieu 
par  rapport  à z. 
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Pour  exprimer  la  différentielle  do 

, , . d- n . , 

port  a z,  nous  écrirons  — — — ilz  rfy  . 

dzdy 


prise  par  rap- 


Ce  (jui  signifie  donc 


qu’ayant  d'abord  calculé  la  di lièrent ielle  de  la  fonction 
u = j(y,  s),  en  regardant  y comme  seule  variable  et  z 
comme  constante,  on  a pris  ensuite  la  différentielle  du  ré- 
sultat , en  regardant,  à son  tour,  z comme  seule  variable , 

et  y comme  constante.  Pareillement,  -y—-  dy  dz  repré- 

dy  dz  1 

tera  la  différentielle  du  second  ordre  de  u , prise  d’abord  re- 
lativement à z,  puis  relativement  hy. 

Ou  peut,  du  reste,  exprimer  par  d.d,  u la  différentielle 
par  rapport  à 3 île  la  différentielle  par  rapport  à y de  la 
fonction  //,  tandis  que  d.d.u  indiquera  la  différentielle 
rclalhe  à y de  la  différentielle  relative  à 3 de  la  même 
fonction  11. 


d e»  11 

Enfin  l’expression  générale— — annonce  une  dérivée 

r n dymdz" 

de  l’ordre  ni  n , et  signifie  qu’on  a pris  d’abord  la  dérivée 
de  Torde  n par  rapport  à z de  la  fonction  u , laquelle  est 


exprimée  par 


et  qu  ensuitc  on 


pris  de  ce  résultat 


la  dérivée  de  l’ordre  m par  rapport  à y.  S’il  s’agit  de 

dn+nu 

différentielles  au  lieu  de  dérivées,  on  écrira  , — . <t'"ydnz. 

dm yd"z  J 


Ordre,  de  succession  des  différentielles. 

52.  Lorsqu'on  doit  prendre  les  différentielles  successives 
d’une  fonction  u —j(x,  y,  z)  relativement  à plusieurs  va- 
riables, Tordre  dans  lequel  011  opère  ces  différentiations 
n’influe  en  rien  sur  les  résultats. 

Ainsi,  par  exemple,  je  dis  que  d,  d u = d,  dx  u.  En 
effet,  de  l’équation  u — f(x,y\  «,...)  on  déduit 
djU  z=  d}f{x,  y,  z,...). 
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Supposons  maintenant  que  x croisse  d’une  quantité 
quelconque  d.r,  et  soit  désigné  par  dx  l’accroissement  que 
prend  alors  la  fonction  dr  u , il  viendra 

(a)  3X d.y u = drf(x  -+-  5.x, y,...)  — dff(x,y...). 

D'un  autre  côté,  1 accroissement  de  la  fonction 
u = f(x,  y, ■■■)■,  quand  on  y fait  x = x -+-  '3x,  sera 

Sri  ~/(x  -y  Sx,  y,...)  — f(x,  y,...). 

Prenant  la  différentielle  des  deux  membres  de  cette  équa- 
tion par  rapport  à y,  on  aura 

(b)  drSIu  = drf(x  -y  Sx,  y,...)  — dyf{x,  y,...). 

Comparant  entre  elles  les  équations  ( a ) et  (&),  on  verra 
qu’ayant  leurs  seconds  membres  identiques,  elles  doivent 
avoir  leurs  premiers  membres  égaux.  Donc 

3xdfu  — dySxii. 

Divisant  de  part  et  d’autre  par  d.r,  on  trouve 

Sxdru dxu 

Sx  r Sx 

Passons  à la  limite,  eu  observant  que  dx  est  constant 
lorsqu’on  différcntic  par  rapport  à y,  nous  aurons 

d.dru dxii 

dx  } dx 

ou  enfin 

dr  dyU  = dy  dx  u. 


Ainsi,  lorsqu'on  doit  prendre  les  différentielles  succes- 
sives d’une  fonction  relativement  à deux  variables,  on  peut 
effectuer  celle  double  diilérentiation  dans  tel  ordre  qu’on 
voudra 

Le  résultat  précédent,  exprimé  par  la  notation  de  Leyb- 
uitz,  donne 


d'n 

dxTy  'lxflr 


d*  u 
dy  d.r 


dydx  ; 
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on  en  conclut  évidemment 

d2  u d 2 U 

dxdy  dydx 

Ce  qui  montre  qu  on  peut  aussi  intervertir  l’ordre  des  dé- 
rivées. 

Par  exemple,  u = — donne 

du  o.x  du  3x3 

d.r  y*  dy  y' 


PREMIER. 


xy 


yr 


et  la  dérivée  de  —,  par  rapport  à y,  c’est-à-dire  i est 
r3  c 11  •’  dydx 

3 x3 

égale  à la  dérivée  de — par  rapport  à x,  c’est-à-dire  à 

du  .)  ..  • 6 x 

: 1 une  et  1 autre  sont  effectivement ,• 

dxdy  y' 

Il  est  facile  de  se  convaincre  que  la  même  chose  a lieu 
pour  un  plus  grand  nombre  de  différentielles,  et  que  la  va- 
leur de  la  différentielle  définitive  est  indépendante  de  l’ordre 
suivant  lequel  on  effectue  les  différentiations.  Par  exemple, 
on  a 

dxdydjii  = dxdgdjU  = dxdzdjii. ... 


Différentielles  et  dérivées  successives  des  fondions 
composées . 

53.  Soient  maintenant 


(i)  «=/(/,  z),  z—<f{x). 

Nous  avons  trouvé,  pour  la  différentielle  du  premier 
ordre 

du  du 

du  “ — dy  - - dz. 
dy  dz 


Posons , pour  simplifier, 


d’où 


du 

ïy  = I>' 


du 

dz 


= v; 


du  — ]>  dy  -f-  </  dz. 
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Il  s’agit  de  passer  à la  différentielle  du  second  ordre,  ou 
de  calculer  la  difl'érenticlle  de  l'équation  (a).  Chacune  des 
dérivées  p et  q est,  en  général,  une  fonction  de  y et  de  z. 
Par  exemple,  u =y*z*  donne 


mais,  d’après  les  équations  = F (x) , u=<p(.r),  il  est 

clair  que  — ? ~ ne  sont  des  fonctions  que  de  X seul.  Cela 
^ dx  dx 


posé , nous  aurons 


d'u 

=(£* 

dz  | dy 

4-  pd‘y 

-S 

dz  j dz 

4-  q d'z. 

d— 

±_ 

- dy 

d ' u 

dy 

dy 

dy' 

du 

du 

±. 

dy  d 2 u 

d'l_ 

dz  d 

dz 

dz  d 

’z dy 

dy 

dy  dy 

donc,  linalement, 


dq  dz 

dz  dz 


d 2 u 

Hz?' 


(3) 


d'u , d'u  , , d'u 
d1  u — -y—  dr‘  4-  — dz'  4-  2 — — dydz 
dy'  dz'  dydz 


du  . du 

■+■  -j~d'y  H-  -j- 
dy  dz 


d'z. 


Ou  déduit  la  dérivée  du  second  ordre  par  rapport  à X en 
divisant  par  «tr*,  et  l’on  trouve 

d'u  d' u dy'  d' u dz'  d'u  dydz 

dx'  dy'  dx'  dz'  dx'  dydz  d.v  dx 

du  d'y  du  d'z 

dy  dx'  dz  dx' 
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Applications.  Soit  u—  ( ix  — 3)5  (4  — xYi  j,;  l)0Sr 
2,r  — 3 — y,  4 — .r  = s; 

d’où 

''  = /’*'  = /(/»*).  .r  = F(x),  s = ?(x). 

La  formule  (a)  donne 


du  = ?>y'z‘dy  -4-  n.y  ■'  zdz , 


et  substituant  à la  place  de  y,  z,  dy,  dz  leurs  valeurs  en  x, 
ou  trouve,  pour  la  différentielle  du  premier  ordre  de  1 li- 
quation proposée, 

du  = 6(2x  — 3)’  (4  — r)7  dx  — 2(2X  — 3)3  (4  — v)dx. 

Pour  obtenir  la  diil’érentielle  du  second  ordre,  je  prends 
la  formule  (3),  et  j’en  calcule  les  différents  termes.  Je 
trouve 


du 

dz 


2 y 


d’où  il  résulte 


il 2 u 
dz7 


: 2 y‘ 


d-u 

dzdy 


6y’z; 


d7  u=6yz7dy -H iy7dz7-\-iiy7zdzdy  3y7z7d7y  -+-  2 y1zd,z. 

Il  reste  à substituer  pourjy,  z,  dy,  dz , dîy,  d*  z leurs  va- 
leurs en  z fournies  par  les  équations  y = 21 — 3,  z = 4 — x- 
Au  reste,  quand  la  fonction  proposée  est  le  produit  de 
plusieurs  fonctions  de  x , on  peut  calculer  sa  différentielle 
de  tel  ordre  qu’on  voudra  par  des  formules  plus  simples, 
ainsi  qu’on  va  le  voir. 


Différentielle  d’un  ordre  déterminé,  d'un  produit  de 
facteurs  fonctions  d’une  même  variable. 

o4.  Soit  u — yz,  y et  z étant  toujours  des  fonctions  de  x ; 
on  a 

du  du 


d~y='': 


dz 


= >]  — y. 


et  la  formule  (2)  devient 

(5)  du  ~ 


zdy  + y dz. 
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Passant  à la  formule  (3),  on  trouve 


donc 


d7u  d7  u 


d'n 


(6)  d*u=yd'‘z  idydz  -+-  zd’y. 

On  obtiendra  de  même 


4« 


(7)  d3u—yd3z  •+■  3 dyd-z  + Zd'ydz  y-zd3y.... 

O11  remarquera  1 analogie  de  ces  différentielles  succes- 
sives avec  les  puissances  du  binôme.  Les  dérivées  succes- 
sives du  produit  u — yz  seront 

«'  = yz’  -4-  zy',  u"  — yz"  -+-  zy'  z’  -+-  zy" , 

—yzm  + Zy'z"  ■+■  3 y"z'  -+■  zy"'.... 

Soit  reprise  la  fonction  «=.(îi;  — 3)’  (4  — x)%  et  soit 
demandée  sa  différentielle  du  premier  ordre.  Je  fais 

, (2X-3  Y=y,  (4-.r  y=z, 

d ou 

dr  = 6(2x—Zydx,  dz  = — 2(4  — x)dx, 
et  la  formule  (5)  donne  de  suite 

rf«  = 6(2x-  3)!(4x-  2 )2 dx  — 2(21  — 3 )3  (4  — x ] dx  , 

ainsi  qu’on  1 a obtenu  précédemment. 

Quelle  est  ta  différentielle  du  troisième  ordre  du  pro- 
duit ii=(a  + 3x)s  4x!? 

Je  pose 

< {a  -f-  Zxf  = y,  ^x7  = z, 

d ou 

dy  = 6(ay-Zx)dx,  dz  = 8xdx,  d7y  = i8dx-, 
d7z=8dx7,  d3y=i  o,  d*z  = o; 
et  la  formule  (7)  donne 

d*  u — 1 44  o dx  y-  864  x dx'  ; 
d ou  , pour  la  dérivée  du  troisième  ordre , 

u"  — >44"  + db4x. 


f 
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Trouver  la  dérivée  du  troisième  ordre  de  lu  Jonction 
u = (2  -+-  3x)  (x1  — 1)  (x  -+-  3)*. 

On  fera 

•?.  -h  3x  = y,  (x! — i)(i+3)'  = j. 

Dérivées  et  différentielles  successives  des  Jonctions  im- 
plicites. 

55.  En  appliquant  le  théorème  des  fonctions  compo- 
sées (43)  à l’équation  implicite 
(»)  n=f(x,y)  = o, 

dans  laquelle  on  regarde  y comine  une  fonction  de  x , on 
est  parvenu  à la  dérivée  du  premier  ordre 
,du  du 

(2)  "=dj+djr=°- 

Or  les  dérivées  —■>  ^-1  tirées  de  l’équation  (1) , sont  des 

fonctions  dex  et  de  y.  En  les  substituant  dans  l’équation  (2), 
celle-ci  deviendra  une  fonction  de  .r,  jy,  y' , savoir 

(3)  “'  = ?(•*>  7»  /')  = O. 

Si  maintenant  l’on  tirait  des  équations  (1)  et  (2)  les  va- 
leurs de  j'  et  y'  en  fonctions  de  x,  et  qu’on  les  substituât 
dans  l’équation  (3),  elle  deviendrait  une  fonction  identique 
de  x , dont  la  différentielle  devrait  être  nulle.  Donc 


d’où 

(4) 


, , du'  , du'  , du' 
du  = — - dx  d)  4-  — - dy  — o ; 

dx  dr  dy 


du' 


du.' 


dx  dx 


du'  du' 

dïy  +dï'X  =0‘ 


Or  l’équation  (2)  donnera 


du' 

dx 


d 1 u 
dx' 


d 7 « 


y 


dj£ 

dy 


d' u 
dy  dx 


d'-  u 

dy' 


, du’  du 

r’  dy-  dyy 


dx  dy 

Portant  ces  diverses  valeurs  dans  l’équation  (4),  et  se 
d1  u d7u 

» on  trouvera 


rappelant  que 

.5)  u 


dy  dx 
d' u 


dxdy 
d 2 u 


/ d7  u 

, . 2 y 4-  — y 7 ■ 

&vl  dy  dx  dy 3 


du 

dÿX 
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Multipliant  par  rte4,  on  aura  la  dilïérentielle 


(6)  d 1 u 


d1 u , d ’ u 

— - dx ! -+-  2 -t—t- 
dx!  d>  dx 


dy  dx  -f- 


d’u 
dy 5 


dy'1  + 


du 

d/ 


i/’j  = o. 


On  remarquera  que  le  coefficient  (le  y\  y11  est  tou- 

. du 
jours-- 

De  l’équation  (2)  on  tire 

du 


dy 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  (5),  puis  faisant 
disparaître  les  dénominateurs , il  viendra 


d*  u fdu\ * d 1 u du  du  d1  u j du\-  / du\ 3 „ 

dx 7 \dy  ) dy  dx  dx  dy  dy 5 \dx J \dy  ) 


d’où 


(8) 


d1  u du  du 
dydx  dx  dy 


d 

dx 


Ju  /du' 
Ix*  \dy. 


On  obtiendrait  le  même  résultat  en  prenant  immédiate- 
ment la  dérivée  de  l’équation  (7).  Eu  effet,  on  a 


y — 


du  fdu\'  du  / du\' 
dy  \dxj  dx  \dy) 


Or  ainsi  que  nous  l’avons  déjà  observé,  sont  des 

dx  dy  1 J 

fonctions  de  x et  dey,  dont  les  dérivées  doivent  être  prises 

par  rapport  à chacune  de  ces  variables.  Donc 


du  ; 

(d7u  d1  u dy\ 

du 

/ d*u 

d*u 

dy\ 

dy  1 

y dx’1  ' dydx  dx) 

dx 

\dxdy 

dy J 

dx) 

(!) 


i 

: 

\ 
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Substituant  à la  place  de  — sa  valeur  (7),  et  multipliant 


tous  les  termes  de  la  fraction,  haut  et  bas, 
trouvera  l’équation  (8). 


du 

par  — , 011  re- 
1 rfy 


Applications.  Soit 


(") 


y3  — 3 axy  x3  = u = o ; 


je  calcule 
leurs  dans 


du  du  d-  u 
dx ’ rfy’  dx'  ’ 
les  équations 


rf’«  d2  u 


-7—)  - — — 1 et  ic  porte  ces  va- 
rfy 1 dxdy  • 1 

(2),  (5),  (7),  ce  qui  donne 


x’  — «y-H/5  — nj)y'=o,  y’  = ~ — ’ 

y3  — ax 

y"  (y ! — ax)2-*-  ix  ( y J—  ax):—9  a (y*—  ax)  (ay  —x  ,)+2y(ay— *’)*=  o . 

Elfectuautici  les  opérations  indiquées,  supprimant  ensuite 
les  termes  qui  se  détruisent,  et  observant  que  ceux  qui 
restent,  à l’exception  du  premier,  se  réduisent  à 

2xy(yi  — 3axr  -4-  x3)  ia3xy  = 2 a3xy , 


on  trouve  enfin 


y"(y?  — ax)3  -h  i.a3xy  = o; 
d’où  l’on  déduit  de  suite 

-2  a'xy 

(y*  — ax)3 


Au  reste,  les  formules  précédentes  ne  sont  nécessaires 
que  pour  obtenir  immédiatement  les  dérivées  d’un  ordre 
déterminé,  sans  passer  par  celles  d’un  ordre  inférieur. 
Pour  l’ordinaire  on  calcule  les  dérivées  successives,  comme 
dans  les  exemples  suivants. 

Soit 

« = x‘  T.ax3 y — ay3  — o — f(x,y)\ 

011  a 


du 

dx 


= o. 
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du  , du 

— = 4xJ  -+-  4«x/,  — z=izax't — 3 ay‘‘\ 


4a-3 -I-  ^axy  -+-  (jm!-  3ay')y'=  O = n'=  <f[x, y, y’) , 

, 4-rl 4- 4n,or 

^ 2 <7X  3 — 3 fl/3 

Maintenant  on  prendra  la  dérivée  de  l'équation 
u'=  f(x,y,y')  = o, 

parla  méthode  relative  aux  fonctions  composées,  y et  y' 
étant  considérées  comme  des  fonctions  de  x.  Ce  qui  donnera 


Mais 


,,  du  ’ du'  , du 

u"~  — -p  —y'  H y"—  o. 

dx  dy  J dy 


donc 


du_ 

dx 

du' 

àÿ 

du 

tlr 


— 1 2 .jt  3 + 4 dy 4- 4 axy  ' j 

= 4 «x  — 6 ay  y ' , 

7 = 2«x3  — 3 a/3  ; 


«"  = 12X3  -+-  4 «7  4-  8 axy'  — 6nyy ,s  4-  (2 «*—  3a/3)/"  = o. 

Mettant  ici  pour  y'  sa  valeur  précédente,  il  sera  facile 
d’obtenir  r"  en  fonction  de  x. 


donnera 


u = 3/s  — yx  — a = o , 


"'  = 6 yy' ’ = — o , «"=  6/»  4-  6r/"  -+-  = 0, 

2 v/x  4 V/X’ 

«"'=  i8r'r"  + 6/7 L = o,  y'= — 

Sy/x1  12  y\[x 

Différentiation  des  Jonctions  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes. 

50.  Jusqu  à présent  nous  avons  supposé  que  la  fonction 
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proposée  n’avait  qu’une  seule  variable  indépendante.  Mais 
il  est  aussi  des  fonctions  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes; telle  est,  par  exemple,  la  fonction  z =f(x ,y) , 
dans  laquelle  on  imagine  que  x et  y peuvent  prendre  toutes 
sortes  de  valeurs  quelconques.  La  valeur  de  z est  alors 
déterminée  par  la  nature  de  la  fonction  et  par  les  valeurs 
particulières  qui  auront  été  attribuées  à x et  à y ; de  sorte 
que  des  trois  variables  z,  X,y,  la  première  est  seule  dé- 
pendante. On  peut,  par  un  procédé  géométrique,  se  re- 
présenter la  valeur  de  z.  C’est  de  la  considérer  comme  une 
ordonnée,  dans  l’espace,  dont  x et  y sont  les  abscisses. 
Soient  donc  ox,oy  .,oz  trois  axes  rectangulaires , se  cou- 
pant au  point  o.  On  portera  sur  les  deux  premiers  les 
valeurs  op , orj,  attribuées  aux  deux  variables  indépen- 
dantes x et^y;  puis,  par  le  point  t du  plan  xoy , apparte- 
nant à ces  deux  abscisses,  on  élèvera  la  perpendicu- 
laire tjfiy  égale  à la  valeur  de  la  fonction  J ( x ,y) . L’ensemble 
des  points  «t,  ainsi  déterminés,  formera  la  surface  expri- 
mée par  l’équation  z = J (x,y). 


Lorsque  le  nombre  des  variables  indépendantes  est  au- 
dessus  de  deux  , on  ne  peut  plus  se  faire  une  image  sen- 
sible, par  la  géométrie,  de  la  nature  et  des  propriétés  de  la 
fonction. 
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o7.  Afin  d'arriver  à la  difiérentielle  de  la  fonction 

• «=/(■* ■ >/), 

x et  jetant  des  variables  indépendantes , supposons  qu’elles 
prennent  les  accroissements  simultanés  et  arbitraires  dx, 
dy  ; il  en  résultera  aussi  pour  u un  accroissement 

Su  =/{x  -h  Sx,  y-y  Sy)  — f{x,y). 

Admettons  que  les  accroissements  d X , dy  diminuent  pro- 
gressivement et  s’approchent  sans  cesse  de  zéro , d/<  décroîtra 
aussi  indéfiniment.  Soient  dx,  dy , du  des  quantités  de 
grandeur  quelconque,  mais  qui  soient  proportionnelles 
à dx,  dy,  du , lorsque  celles-ci  sont  parvenues  à leur  der- 
nier degré  de  décroissement  ; on  aura 

> ^ ^ 

ox  ay  au 

dx  dy  du 

et  ccs  rapports  sont  infiniment  petits  à cause  ded.r,  dy, 
du  très-petits.  Désignant  par  a la  valeur  de  ces  rapports, 
il  viendra 


ox 

di~x' 

*1^ 

il 

» 

Su 

du  ~ “ ’ 

Sx  — adx , 

à y QLily 

, Sttxzadu. 

Ces  équations  n’ont  rigoureusement  lieu  que  lorsque  a , dx, 
dy,  du  sont  parvenues  à leurs,  limites,  l.a  dernière  donne 


a 


supposant  toujours  a et  du  arrives  à leur  dernier  degré  de 
petitesse.  Ainsi,  rigoureusement, 

du  = lim  — • 

"X 

Ot 

S II  ~/{x  -y  Sx,  y -t-  Sy)  — /(x , y) 

=/{x  -t -Sx,  y)  —/(x , y)  -+■/(. v -t-  0 X,  y -y  S y)  —/{x  -t-  S x,  y). 
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Sx  — udx , Sy  = a dy , 
et  divisant  par  <x  , il  vient 

Su  f(x-\-xdx,y)—/(x,  y)  +-/(x+adx,y-hxdy)—/(x+  a dx,y) 

a a 

Mais  on  a 

/(  .r  -+-  a dx , y ) — f{x , /,)  z=/x  {x , y ) ctdx  + s a dx , 
f[x~>rxdx,y+xdy)—f[x-\-xdx,y)—fr  (x+xdx  ,y)udy~yt,  a dy, 

donc 

-î«  fx{x,y\xdx-+-i,xdx  fy{x  + adx,y)«.dy+-i,«dy 
~ÔT  a “ 

Maintenant  passons  à la  limite,  en  faisant  a = o,  et  obser- 
vant qu  alors  s,  e,  deviennent  aussi  zéro,  et  que  «dx , 
xdy  se  changent  en  dx,  dy  \ nous  trouverons 

3 il  ' , du  , du  , 

lim  — = du=  fx(x,  y )dx -h/y  {x,y)dy  = — dx  + —dy. 


Pour  la  fonction  u = j(x ,y,  s),  on  aura 

Su—  /{x  -+-  Sx,  y -t-  S y , z -t-  <îz)  — /{x , y , z) 

—f(x  4-  Sx,  y,  z)  —/(y,  y,  z)  -hf(x  + Sx,  y -y  Sy , z) 
— f[x  -t-  Sx,  y , z)  +/[x  -hSx,y-+-Sy,z-+-  Sz) 

— f[x+  Sx,  y -+■  Sy,  z). 

Le  reste  du  calcul  s'achèvera  aisément,  et  1 on  obtiendra 


du  , du  , du 
du—  — dx ■ -h  -y-  dy  -t-  —dz. 
dx  dy  dz 


Dans  cette  équation , le  terme  - - dx  représente  la  dillé- 

renlielle  de  la  fonction  u prise  en  regardant  x comme  seuje 
variable  ; c’est  ce  qu’on  nomme  la  différentielle  partielle 

du  , du  , 

de  u par  rapport  à x.  Pareillement  les  termes  — dy,  — dz. 


/ 
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expriment  les  différentielles  partielles  de  la  fonction  u 

prises  respectivement  par  rapport  à y et  z.  La  somme  de 

ces  dillérentielles  partielles  compose  la  différentielle  totale 

. , , r p • du  du  du  , i 

exprimée  par  au.  l.es  tractions  —■>  — ■>  - représentent  les 

(UC  (l  1 (IZ 

dérivées  de  la  fonction  u,  prises  en  regardant  tour  à 
tour  x , y,  z , comme  seule  variable. 

On  peut  écrire  du  = dx  u- f-  dr  u -f-  dt  u ; donc  la  diffé- 
rentielle totale  d une  fonction  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes est  égale  à la  somme  des  diiléreulielles  partielles 
de  la  fonction  prises  tour  à tour  par  rapport  à chacune  des 
variables  comme  si  les  autres  étaient  constantes. 

Nous  avons  vu  que  la  fonction  composée  u—  J(x.  y,  s), 
où  r = F (x)  et  z = <f  (x) , donne  aussi 


du  du 

* = T</i  + - dr  -+- 

Ht.  dy 


Cette  dernière  équation  a donc  lieu  et  dans  le  cas  où  une 
seule  des  trois  variables  est  indépendante,  et  dans  le  cas  où 
elles  le  sont  toutes  trois.  Mais,  dans  cette  seconde  hypo- 
thèse, les  quantités  dx , dy , dz  conservent  des  valeurs 
constantes  qui  n’ont  entre  elles  aucun  rapport  déterminé  5 
tandis  que , dans  la  première  hypothèse,  dx  seul  reste  con- 
stant-, </y,  dz  sont  les  diflcrentielles  de  y et  de  z déduites 
des  équations^  = F (x),  z = o (x). 

Applications.  Soit  u = xy,  x et  y étant  deux  variables 
indépendantes  ; on  a 


du  du 

dx~}’  dr  ~ X’ 


et 


du  — ydx  xdy. 


u = - donne 

y 


et 


du  1 du 

dx  r ’ dy 


— x 


1 x , ydx  — xdy 

du  — — dx  — — - dr  = 


y 


y 


y 
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Pour  z — Sx'j-3,  on  trouve 

dz  — ioxyJùx-+-  i5  x'y’dy. 


De  même 


d — 


ax’1  dr  — nx  y dx 


V'xJ  -+-  y*  (x»  _p  j-»)ï 
Soit  u — f(x  -f-j'  -+-  z),  posant  x H-  y 4-  z — t,  il  vient 
"=/(0  et  1 = ?(*); 

et,  d’après  le  théorème  relatif  aux  fonctions  de  fonctions,  on  a 
du  du  dt 
dx  dt  dx 

Pareillement  u^=J‘(t)  et  t = F (y)  ; d’où 
du  du  dt 
dy  dt  dy 

Enfin  u=J'(t)  et  t = <p  (s)  donnent 
du  du  dt 
dz  dt  dz 

Or  de  l’équation  t = x -h y ■+•  z , on  tire 

dt  dt  dt 

dx  dy  dz  * ’ 

donc 

du  _ du  du 

dx  dy  dz 

Ainsi  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  u—j  . .) 

sont  égales , et  l’on  a 

df{x  -+-  y -t-  z...)_df(x  -t -y-h  z...)  _df(x  -t-j  -+- 


dx 


dz 


Pour  u — f(x  — y),  011  trouve  — — —■ 

J ' - n dx  dy 

Exemples. 

u . = (x  -t-  .r)1  = x5  -+-  3 x‘y  -t-  3 xj 5 -t-  „r\ 

du  du  _ „ 

— = — = 3xJ  + 6 XV  -+-  3 y’. 
dx  dy 

u — (x  — v)3  x3  — 3 x’  f -t-  3 xv1  — y*t 
dU  ,lU  Ix'-Sxy  + Zyl 


dx 


dy 
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Soit  u — ZV,  avec  Z ==  <j>  (x,y),  V — <p  (i,y)  ; on  a 
* •«=/( Z,  V); 

d’où 

, du  du  ... 

dH~dldZ  + dvdw- 

...  du  T.  du 

Ma,srfz  = V’dv  = Z’  donc 

du  = VdZ  4-  ZdV. 

Or  Z = <p  (x,  j)  donne 

dZ  . dZ 

dZ  = —dx  -) — — «r; 

dx  dr 

■de  même  V =[p  (x,y)  donne 
Ainsi  il  viendra 


...  d\  . dV 
dV  = — — dx  H — — dr. 
dx  dy 


, rr(dZx  dZ  \ „/dV  J dV  V 

é,  dZ  dV\  , / dZ  dV\ 

= (V  ^ + z dï  ) + ( v dT  + z ^-) 

Exemple. 

u = a.-1  — j1  = (x  + ;)  (x  —y). 

Soient i + j=Z,t  — y = V ; d’où 


dZ  _ dZ 
dx  d> 


dV 

dx 


dV 

dr 


puis 


d«  = [{x  — /)4-(x4-r)]dx  -+-[(x  — y)  — (x  4-  y)]dy 
— 2 xdx  — àydy. 

Soient  encore  u = vz,  v=  f(x),  z = cp  ( y)  ; on  eu  dédui  t 

du  du 

du  = — dv  H — — dz. 
dv  dz 


Or 


dv  = dx,  dx  = ■—•  • ly, 
dx  dy 

■ • 4- 
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(loue 

du  de  du  dz 

du  — d ( c’î)  — — — f/x  -f-  — - dy 
de  d. v dz  dy 

Exemple. 

u — ( ax  -4-  h.)  (d  — cy 1 ). 

Soient  v — ax  4-  b,  s = d — cr*  ; d’où 

du  , du  , 

il  — ez,  — = z — d — f*1,  — zzz  e — ut  -H  b, 

de  dz 

de  dz 

2 rr; 

doue 

d [ax  4-  b)  [d  — cy7)  — a [d  — cy  7)  dx  — 2 cy  (ax  -f-  b ) dy  . 

Différentielles  des  Jonctions  implicites  de  plusieurs 
variables  indépendantes . 

55.  Soit  l'équation  implicite  u — J (x,  y,  z)  — o;  on  eu 
déduit 

z=zV(.v,r), 

d’où  • 

u.  —f[(x,  y,  F ( x , .r)]  = <p  (jr,  y)  — o. 

Mais  l’équation  <j>  (x,  y)  — o donne,  à son  tour, 

/ = +(*)» 

partant 

« = ?[.r,  {(*)]=j(x)  = o. 

Or,  de  l'équation  u — ÿ (x)  = o,  on  conclut 

du  du 

— — O,  et  - dx  = o . 
dx  dx 

On  aura  pareillement 

du  du  du  du 

— — 0,  —dy  — o,  et  — = O,  —dz- r o ; 
dy  dy  dz  dz 

c’est-à-dire  que  les  dérivées  et  les  diilérentielles  d’une  fonc- 
tiou  implicite  par  rapport  à chaque  variable  sont  nulles. 
Donc  aussi 

du  , du  , du 
— dx  + v«  +T  dz  = o, 
dx  dr  dz 
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dx  U -+-  dr  U -+-  d.  U = O. 

De  l’équation  implicite 

ii  — f{x,y,z)=o 

on  peut  déduire  la  différentielle  de  l'une  des  variables 
considérée  comme  fonction  des  deux  autres.  Car  on  a 

du  , du  , du  , 

dx-\-  — dy  + -T  dz  — o, 
dx  dy  dz 


d’où 


dz  = 


du  du  , 
— dx  -+-  — dy 
dx  dy 

du 

dz 


Soit,  par  exemple, 

x-  -t-  y2  -f-  z1  — a}  = o ; 


on  trouve 


di  — — 


x dx  4 - ydy  -t-  zdz  = o , 
x dx  ■+-  y dy  xdx  y d y 


* \hï‘ — x-  — y2 


On  parviendrait  au  même  résultat  en  tirant  la  valeur 
de  Z de  l’équation  proposée,  et  différentiant  ensuite  celle 
valeur. 

Différentielles  successives  des  fonctions  de  plusieurs 
variables  indépendantes . 

51i.  Nous  avons  vu  que  la  fonction  u =J  (x  }jr) , dans 
laquelle  X et  y sont  des  variables  indépendantes,  a pour 
différentielle 

du  , du 

du  — —y  dx  H — r-  dy  — pdx  -t-  dy , 
dx  dy 


(lit  fl  U r 7 I 

en  posant  — = />,—==  ÿ.  Les  termes  /> dx,  (/dy  repre- 

sentent  les  différentielles  partielles  de  la  fonction  u prises 
respectivement . paf  rapport  à x et  par  rapport  à > , et  leur 


du 
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somme  constitue  la  différentielle  totale  de  la  même  fonc- 
tion. Chacune  des  quantités  p et  (]  est  une  fonction  de  x 
et  de_r  dont  on  peut  prendre  de  nouveau  les  dérivées  rela- 
tivement h x et  à y.  Mais  nous  regarderons  dx  et  dy 
comme  des  constantes,  parce  que  ces  différentielles  sont, 
d’après  leur  définition,  des  quantités  proportionnelles 
aux  dernières  valeurs  des  accroissements  Sx , ày  que  re- 
çoivent les  variables  x et  y,  et  que  ces  accroissements, 
ainsi  que  leurs  dernières  valeurs,  sont  indépendants  des. 
variables  x et  y.  Nous  aurons  donc 


Or 


d'u  = ( t-  dx  + ± dy)  dx  + (%  dx  + J dy)  dy 
\dx  dy  J \ dx  dy  ) 


dp 


dq 


dq 


— ~ dx'-  -| — — dy  dx  y-  — - dx  dy  -y  ‘ dy' . 
dx  dr  ‘ dx  dr 


dflU 

dx 

d' u 

dp 

4“ 

d'u 

dx 

dx 

dx' 

dy  ~ 

dy 

dy  dx 

dq  _ 

du 

Æ- 

d - u 

dq  _ 

4 

d'u 

dx 

dx 

dx  dy 

dy  ~ 

dy 

dy'  ' 

et  comme 


il  viendra 


d'u  d'u 
dy  dx  dx  dy 


(«) 


, d'u  , d'u  , d'u 

d'u  = — — dx'  ■+-  2 - — - dy  dx  ■+■  — — dy . 
dx'  dy  dx  dy 


57.  On  peut,  à son  tour,  diflérentier  ce  résultat.  Posons 


d'u  dp  d'u  dp  dq  d'u  dq 

dx'  dx  ’ dy  dx  dy  dx  ’ dy'  dy 

L’équation  (i)  prendra  la  forme 

(2)  d'u  — rdx ' -4-2  s dy  dx  -4-  t dy'. 

Les  coefficients  différentiels  r,  t son;  des  fonctions  de  v 
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et  Je  y dont  il  faudra  prendre  les  dérivées  par  rapport  à 
chacune  de  ces  variables,  considérant  toujours  dx  et  dy 
comme  constantes.  On  trouvera 


.Mais 


il3  II  — 1 

dr 

- dx -y 

tlx 

!♦)*■ 

+ 2( 

'ds 

— i dx  4- 
yix 

— dy  ) dx  dr 

dy  .) 

+( 

dt  ! 

~r  dx  -4- 
i dx 

T/r)dl" 

• 

dr 

d3  u 
d — 
dx 1 

fl3  U 

dr  _ 

! dlu 
dx 3 

d3  u 

dx 

dx 

dx3 

dy  — 

d.Y 

dydx 1 ’ 

d7u 

d1  u 

• 

ds 

dydx 

d3u 

ds 

dx  dy 

d3  u 

de 

dx 

dx3  dy 

dÿ~ 

dy 

dy 3 dx ’ 

dt 

d'u. 

A'df_ 

d3u 

dt 

. d"1  u 
d — — 
dy 1 

fl3  u 

dx 

dx 

dxdy‘ 

Ty~ 

dy 

dy 3 

Observons,  de  plus,  qu’à  cause  de 

✓ 

d ’ U d3  u 


dy  dx‘  dx1  dy 


on  a 


de  même 


dr 

dy 


ds 

dx 


ris 

dy 


d 1 u 


fit 

dx 


dy ''  dx 

Alors  l’équation  précédente  deviendra  définitivement 
d3  u 

dx 1 dy  dx 

d3  u 


(3) 


d3u  _ d3u 
dJc'  tLr  + 3 ~dy~ih?  d)  d 


o d3  u 

+ idTd7dx,,jr^^3 


dy3. 


On  voit  1 analogie  de  ces  résultats  avec  les  puissances  du 
binôme. 

11  sera  facile,  en  suivant  toujours  la  même  marche,  de 
construire  les  formules  différentielles  relatives  à un  plus 
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:>c> 

grand  nombre  de  variables.  Par  exemple,  « — J (x i .Tt  2 ) 
donnera  successivement 


du  = ^dx 
dx 


du  . du  , 
Tydy  + dzdZ' 


d3  u 


d 3 u _ „ 

H rfy1  - 

or1  rf/’ 


d3u. 

dz' 


4-2 

Exemples . 


d'n 
dy  dx 


dy  dx  4- 


d3  u 

— dzdx  4- 
dzdx 


d‘  « 
dzdy 


u — xyz , du  — y z dx  -\-xzdy-\-  xydz, 

d3u  = 9.(xdydz-\-ydxdz-+-zdxdy)r 
d 3 u z—  G dxdy  dz , 
d'u  — o.  . . 


u — x1  -h  y3 -h s%  du  — l(xdx -\~ydy  -\-ztlz) 
d3u  — 2 ( rf.r’  4-  rf/’  4-  ) , 

tPu  — o.  . . 


u = x3-+-y3  + z3,  du  — Z[x‘dx-yy3dy  4-  s’rfz) , 
d 1 u — 6 lxdx:  4 -y  dy 3 4-  zdz3), 
d3uz=  6 ( dx'  4-  dy3  4-  ) , 

d' u — o . . . 

« — x'  y3,  du  = 3x3y3dx  4-  J.x'ydy, 

d3u  = (jxy3dx3  4-  i ixly  dydx  4-  7.x3  dy3. . . 


Différentiations  des  équations  simultanées. 

58.  Soit  l’équation  implicite  à trois  variables 
u —f{x,  y,  z)  = o, 

et  la  relation  z =<f(x,jy)  qui  lui  est  inhérente;  il  sera 
facile  de  déduire  de  ces  deux  équations  simultanées  les  va- 
leurs des  dérivées 

dy  d z 
dx  dx  ’ 

En  effet , on  a d’abord 

. du  , , , 

du  — — dx  4-  ~T  dy  4-  — dz  = o > 
cl 2c  dy  dz 


dz  d‘z  d3z 

dy'  dy 3 dydx 

du  du 
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or  la  condition  z ==  <f(x  ,'y)  donne 


dz  dz 

Hz  = — dx  -f-  — dy. 
dx  ,dy 


Substituant  dans  l’équation  précédente,  il  viendra 

du  , du  , , du  (dz  ' dz  \._ 

-dx  + - dy  +jz[Zrdj!  + dÿ  Ay  j-°’ 


OU 


(«) 


/ du 
\<Ér 


du  dz\  , du  du  dz  \ 

TT  Ut+  ( j h-  -y — r ) dy  = O. 

dz  dx]  \dy  dz  dy  f 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  va- 
leurs des  variables  indépendantes  x, y,  et  de  leurs  différen- 
tielles dx,  dy , il  s’ensuit  qu’on  peut  égaler  à zéro  les  fac- 
teurs qui  multiplient  ces  dernières  ; d’où 


du  du  dz  

’ • • 

w 

dx  dz  dx  ’ 

du  du  dz  

> 

(3) 

dy  dz  dy 

.-x 

Ces  deux  équations  donnent  immédiatemenl 

du 

dz  dx 

dx 

dz 


(4) 


du 


(5) 


dz 

dy 


du 

_dy 

du 

dz 


(6) 


D’ailleurs  lcquation  (i)  fournit  la  valeur 

dit  du  dz 
dy  dx  dz  dx 

dx 


du  du  dz 

d)  dz  dv 


Mettant  ici  pour  leurs  expressions  (4),  (5),  on 
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• ' dy  p • • • 

obtiendra  ~~  en  fonction  des  trois  variables  x , y , z. 

Pour  avoir  4-^  on  prendra  la  dérivée  de  l'énua- 
dx ' dy  1 

lion  (4)  relativement  à X,  et  celle  de  l’équation  (5)  rela- 
tivement à y,  ce  qui  donnera 


(7) 


(8) 


d'z 

dx’ 


dx' 


d’u  du 

d ’ il  du 

dx'  dz 

dzdx  dx 

1 

du  v ’ 

[ 

dz) 

d' u du 

d'u  du 

dy  ’ dz 

dy  dz  dy 

(--“■V 

' riz  j 
rl*Z  . 

On  obtiendra  la  valeur  de  — — — , soit  en  prenant  la  dé- 

dydx  1 

rivée  de  l’équation  (4)  par  rapport  à y,  ou  celle  de  l’équa- 
tion (5)  par  rapport  à x.  On  trouvera 

d'u  du  d’u  du 
d’z  dy  tlx  dz  dy  dz  dx 


<h  dx 


Au  reste,  il  est  plus  simple  et  plus  commode,  dans  les 
applications,  d opérer  sur  les  expressions  analytiques  pro- 
posées, que  de  recourir  aux  formules  que  nous  venons  de 
trouver. 

Exemple. 

On  a 

: = \jr'-  — x'  — y-, 

d’où 


puis 

d’z 

dx‘ 


dz 
dx 

* z '■  4-  x'-  d'-z 

~l ; * ~dÿ' 


■ — 9 
Z 


dz 

dy 


d*  z 
d y dx 


xy 
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Soient  proposées  les  deux  équations  à trois  variables 
t=f{x,y,z)=zo,  u — F(x,/,î)  = o, 

dans  lesquelles  on  suppose  x seule  variable  iudépendanle , 
c’est-  à-dire 

/ = ?(•*)»  *='('(*)• 

De  ces  deux  dernières  équations  on  déduit 

dy 


dy  , , dz 

: -f-  dx , dz  = — ax. 

dx  dx 


Or,  d’après  le  théorème  des  fonctions  composées  (43), 
on  a 

dt  dt  dt 

dt=  ——  dx  H — -rfv  H — -—dz. 
dx  dy  dz 

Substituant  à la  place  de  dy  et  de  dz  leurs  valeurs  précé- 
dentes, il  viendra,  pour  la  différentielle  totale  delà  fonc- 
tion t, 

dt  dy 


i dt 
dt  — — — dx  ■ 
dx 


dy  dx 


dx 


dt  dz 
dz  dx 


dx  — o . 


On  tr 


rouvera 


de 


meme 


, dit  du  dr  , du  dz  , 

du  = — dx  — dx  — — dx  — o . 

(ix  dy  dx  dz  dx 

Divisant  par  dx  chacun  des  termes  des  deux  équations 
précédentes,  on  aura  les  dérivées 


dt  _ 
dx 

du 

dx 

d’où  l’on  déduira 


dt  dt  dy 

dx  dy  dx 


du 

dx 


du  dy 
dy  dx 


dt  dz 
dz  dx 

du  dz 
dz  dx 


dx 


dt  du 

dt  du 

dt  du 

dt  du 

dx  dz 

dz  dx 

dz 

dy  dx 

dx  dy 

dt  du 

dt  du 

dx 

dt  du 

dt  du 

dz  dy 

dy  dz 

dz  dy 

dy  dz 
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Prenant  les  dérivées  de  ces  résultats,  ou  parvient  auv 

. , rf'y  d1  z 

\ aleurs  de  — — * — — ■ 

(lx:  (le1 

% 

Soit  encore  « = J'(p,  q,  >')  — o,  />,  i/,  r étant  trois  fonc- 
tions de  x.  et  y exprimées  par  /;  = F (.r,  y),  q — <j>  (x,  y ) , 
r = t|/  (x,y)  ; on  a 

dq  dq 

dq  ~ + t «f)‘, 

f/x  <7> 

r/r  tir 

dr  = — - r/x  -f-  — - . 

f/x  > 


Portant  ces  différentielles  dans  la  formul 

du  du  du 

du  = ~r  dp  4-  — dq  -+-  — rfr, 

dp  dtf  dr 


S‘"l  dp  du  dq  dll  dr 

> dx  dq  dx  dr  dx 

(du  dp  du  dq  du  dr 


| dx 


; nu  rtp 
\dp  dy 


dp  dr  dq  dy  ' dr  dy)  ' ’ 


d’où  l’on  déduira  la  valeur  de 


dt 

dx 


Élimination  des  constantes. 

î>9.  Lorsqu’on  prend  la  différentielle  d’une  équation  qui 
renferme  une  constante  isolée,  celle-ci  disparait.  On  peut , 
par  de  nouvelles  différentiations,  faire  disparaître  successi- 
vement toutes  les  autres  constantes.  Ainsi 
u “ a -f-  bx  -f-  ex1  — o 

donne 

du  ~ bdx  -4-  2 cxdx,  d 1 u r~  2 cdx-,  d 3 u = o. 

Nous  supposons  que  la  variable  n’est  point  affectée  d’un  ra- 
dical. 

Étant  donnée  une  équation  implicite  entre  un  certain 
nombre  de  variables  et  de  constantes,  il  est  facile  d’en  ol>- 
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tenir  autant  île  dérivées  du  premier  ordre  qu  elle  renferme 
île  constantes.  Soit,  par  exemple,  l’équation 

( i)  y3  — a.r'  -+-  bx‘  — c — o ; 

on  peut  en  tirer  trois  dérivées  du  premier  ordre,  la  pre- 
mière sans  c,  la  seconde  sans  b , la  troisième  sans  a. 

F,n  effet , la  dérivée  immédiate  est 

(a)  3y’y' — 5ax*  -+-  3bx'=z  o, 

et  la  constante  c s’est  évanouie  d’elle-inème.  Maintenant, 
éliminons  la  constante  a.  Pour  cela,  il  suffit  de  préparer 
1 équation  (2)  de  manière  que  le  terme  où  cette  constante  se 
trouve  devienne  le  môme,  au  signe  près,  que  le  terme  de 
l’équation  (1)  qui  contient  cette  même  constante.  O11  voit 

qu'il  faut  multiplier  tous  les  termes  de  l’équation  (2)  par  g , 
ce  qui  la  transforme  en 

3 3 

< ï r’xi1  — ax3  -H-  ■=  bx3  — o. 

5 ' 5 

Retranchant  ce  résultat  de  l’équation  (1),  il  vient 

3 2 

(3)  y*  — g r’xr'-t-  g bx3 — c = o, 

seconde  dérivée  ne  renfermant  pas  la  constante  a. 

Si  nous  voulons  la  dérivée  qui  ne  renferme  pas  la  con- 
sume b , il  faudra  multiplier  tous  les  termes  de  l’équation  (2) 

JC 

par  et  combiner  le  résultat  avec  l’équation  (1)  par  sous- 
traction, il  viendra  de  suite 

2 

(4)  y2  —y‘xï'  + ? axl  — « = o; 

c’est  la  troisième  dérivée  du  premier  ordre  de  l’équation  (1). 

O11  peut  encore  obtenir  une  dérivée  du  premier  ordre 
d’une  équation,  délivrée  de  telle  de  ses  constantes  qu’oh 
voudra,  en  isolant  celle-ci  dans  l’équation  proposée.  Soit 
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reprise  l’cquation  (i),  et  proposons-nous  d'en  trouver  la 
dérivée  qui  ne  contient  pas  la  constante  a.  Je  divise  par  xi 
tous  les  termes  de  l’équation  (i),  ce  qui  donne 


je  prends  la  dérivée  de  ce  résultat,  et  je  trouve  définitive- 
ment l’équation 


3 5 

-=xy7r'  — rJ  — > bx 3 
5 5 


o, 


qui  coïncide  avec  l’équation  (3). 


Élimination  d’une,  fonction  arbitraire  à deux  variables. 

60.  iNous  avons  vu,  dans  le  paragraphe  précédent, 
qu’on  peut  éliminer  de  toute  équation  à deux  variables 
chacune  de  scs  constantes  par  le  moyen  de  la  diirércntia- 
lion.  On  peut  aussi,  par  le  même  moyen,  éliminer  d’une 
équation  à trois  variables  toute  fonction  arbitraire  qui  y 
serait  renfermée,  ce  qui  produira  une  équation  aux  diffé- 
rentielles partielles  équivalente  à l’équation  proposée.  En 
effet,  soit 

(•)  *=/(*)» 

et 

(2)  t ss  F(x,  y), 
d’où 

(3)  z- r ç(x,  r). 

De  cette  dernière  équation  résulte 

(4,  dz  = -dx+-dy. 

Or  les  équations  (i)  et  (2)  donnent 


(5) 

dz=f'[t)dtt 

(6) 

dt  dt 

dl  — — dx  — — dy 
(tx  dy 
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Substituant  dans  l’équation  (5)  pour  dz  et  dt  leurs  valeurs 
(4)  et  (6) , il  viendra 


(7) 


dz  dz  , , . / dt  dt  \ 

-dx  + -dy=j  ^^-dx+-dy)  : 


d’où  l’on  déduira 


dz  _ f'(Adt 


dz  —f'ft)—. . 
dr  J y ' dr 


Divisant  ces  deux  égalités  l’une  par  l’autre,  f'(t)  dispa- 
rait et  l’on  arrive  à l’équation 

dz  dt 
dx  dx 
dz  dt  ’ 
dy  dy 


ou 

Posant 

on  a enfin 

(8) 


dz  dt 
dx  dr 


dz 

dx^P' 


dt 


dz  dt 
dy  dx 

dz 
dt 

q — — o, 


dy  1 dx 

équation  aux  dérivées  partielles , exprimant  que  z est  fonc- 
tion de  (r,  r)  aussi  bien  que  l'équation  (3),  quelle  que 
soit  d’ailleurs  la  forme  de  cette  fonction. 

On  demande  si  le  polynôme  aixl  -h  2 a bxy-y-  b* y-  r=  z 
est  une  fonction  de  ax  -+-  by  = t -,  il  faut,  pour  que  cela  soit, 
que  l'équation 


dt 


dt 

y-r-  = o 


dy'  1 dx 

soit  satisfaite.  Or  l’équation  t = ax  -i-  by  donne 
dt_ 
dx 

et  l’équation  z = a1  ,r?  -f-  a abxy  -t-  b ! y * donne 


dt  _ . . 
Tr~b’ 


dz  dz  . 

— p ~ 2a?x  -f-  2a by,  — = a = 2 abx  -f-  2 b y. 
dx  '/v* 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  de  condition  (8), 
ou  aura 

[t.o'x  -i-  f.aby)b  — (2  abx  -f-  2 b7 y)  a = o; 


c't j comme  ce  résultat  est  identique,  nous  en  conclurons 
que  le  trinôme  «’x'-f-  aaijçy-f-A’y*  est  une  fonction  du 
binôme  ax  -+-  by.  En  effet, 


«‘1’+  2 ab.ry  -+-  b' y1  — ( ax  -t-  by)'. 


Soit  proposé  d’éliminer  la  fonction  de  forme  inconnue 
renfermée  dans  l’équation 


011  posera 


z*-+-  2 ax=/[x  —y), 
x — y — t,  d’où  z2  -+-  2 a x ==/(<). 


Prenons  les  dérivées  de  ce  résultat,  en  considérant  tour  à 
tour  z comme  fonction  de  .r  et  comme  fonction  de  y,  il 
viendra 


dz  ....  dt 

(„)  2Z-  + 2 a=f{t)-. 


dz  ...  . dt 


Mais  x — y - 

- t donne 

dt 

dt 

dx  ’ 

djr 

et,  puisque 

dz 

dz 

* 

Tv  = p' 

dr 

les  deux  équations  (a)  deviendront 

2z/>4-2«=/'(f),  2 — 

Égalant  entre  elles  les  deux  valeurs  de  j'  (t) , on  obtiendra 

a 

9, zp  -h  2 a=z  — 2 10 , ou  />  H-  q 4-  - = O. 

/ z 


Cette  équation  aux  dérivées  partielles,  exempte  de  toute 
fonction  arbitraire,  remplacera  l’équation  proposée  qui  en 
renfermait  une. 
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Soit  l’équation 

3 =/(^4-r,)> 

qui  est  celle  de  tou  tes  les  surfaces  de  révolution  ; on  posera 


d’où 


dx 

t 

Celle-ci  donne 
dz 


dt  dt 

= ^ = 2r,  *=/(*)• 


ou 


p=f(t).-ix,  q—f{t).iy. 

Eliminant  f (t)  de  ces  deux  dernières  équations,  on  trouve 


ou  finalement 


-, 
x y 

pr  — f/x  ==  a ; 


équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  de  révolu- 
tion , et  de  laquelle  toute  fonction  de  (x*  -4-  y!  ) doit  être  un 
cas  particulier. 

Ainsi  l’équation  jry — fjx  = o convient  également  à 

x5-t -y7 


sin(.T34-j5  ) 


z = log  (xl  -I-  J1  ) , à z = v'x*  -» -j-*,  à 

à z = (x’ 

Soit 

y — bz=f(x  — az), 

qui  est  l’équation  de  toutes  les  surfaces  cylindriques.  Fai- 
sant x — az  = t,  il  vient 


dt 


dt 


dr^,~a^  dy 


•"/ , 


y — l,z  =/(*)»  — hP  =/'(*)('  — ap)>  ' — h —f  i1)  • — «'/, 

abpq  = {\  — np)  (i  — %), 
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ap  -+-  bq  — i . 

Telle  sera  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  suri  aces 
cylindriques;  elle  convient  quelle  que  soit  la  forme  de  la 
fonction  J (x — nz). 

Soit  l’équation 


qui  est  celle  de  toutes  les  surfaces  coniques,  «,  b,  c étant  les 
coordonnées  du  sommet  ou  du  centre  de  la  surface  ; on  fera 

= / , d'où 

(b)  z_c  =/l0. 

ih  3 — c — p {x  — a)  _ — <l{x — °) 

<lx  (z  — c)’  ’ tly  (*  — <■)'' 

Prenant  la  dérivée  de  I équation  [b)  tour  à tour,  par  rap- 
port à 3 et  x et  par  rapport  à z et  y,  on  aura 

Eliminant  J'( i) , il  viendra 

— ),yj  — b)  (z  — c)  — «y  (7  — l> 

Tf-cY- p[x  —n)~~  — q{x  — a) 

ou.  finalement, 

(c)  z — r = p(x  — «)  + '/ (.Y  — b); 

c'est  la  dérivée,  ou  plutôt  l équation  aux  dérivées  partielles 
de  toutes  les  surfaces  coniques,  a,  b,  c étant  les  coordon- 
nées du  sommet. 

On  peut  en  obtenir  une  autre  plus  simple  en  opérant  dr 
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la  même  manière  sur  l'équation 


M 


le  sommet  de  la  surface  conique,  ou  sou  centre,  étant 
placé  à l’origine. 


y , dt 

z — px 

Z2  9 

z — <D 

s2 

— py  _ 

z — px 

z — qy 

— qx 

■ qx 


dy 


xypq  — {z  — px)  (2  — qy)  = z' — pxz  — qyz  -+- pqxy , 

j1  = pxz  -+-  <7_rz,  z — px-\-qy, 

pour  l’équation  aux  dérivées  partielles  de  toutes  les  sur- 
faces coniques,  l’origine  étant  au  sommet. 

On  aurait  pu  l’obtenir  immédiatement  de  l’équation  (e), 
en  y faisant 

U xx.  o , b = o,  c = o . 

La  surface  conoïde  a pour  équation 

l’axe  étant  celui  des  z.  Alors 

■£=r,  z—/(c) 

X 

sont  celles  de  la  génératrice.  De  ces  dernières  on  déduit 

xdy  — ydx  dxdy 

: = o , xdr  — ydx  = O , — = — t dz  = O . 

x‘  ~ x y 


L’équation 
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donne , en  faisant 


y 

x 


t. 


z =/(')> 


Or 


donc 


d’où 


dz  ru  v '* 

Tx~p~  f ^ >7x' 


(l  Z 

dy 


dt  — y dt  i 
dx  x’  ' d>  x 


é£=f(*)-£ 


et  enfin 


px  + i/y  —o, 


pour  l'équation  aux  dérivées  partielles  de  la  surface  co- 
lloïde. 


Changement  de  la  variable  indépendante. 


Cl . Dans  les  questions  soumises  à l’analyse  différentielle, 
on  regarde  ordinairement  l’une  des  variables  comme  indé- 
pendante, et  les  autres  comme  fonctions  de  cette  variable 
principale.  Mais  il  arrive  quelquefois  qu’on  est  obligé  de 
changer  de  variable  indépendante  pour  obtenir  une  équa- 
tion plus  facile  à intégrer.  11  est  donc  à propos  de  savoir 
opérer  ce  changement.  Tel  est  l’objet  de  ce  paragraphe. 

Dans  l’équation  y = f(x) , les  valeurs  de  y dépendent 
de  celles  de  x.  C’est  pourquoi  celle-ci  est  appelée  la  va- 
riable principale  ou  indépendante.  En  supposant 


on  a 


f(x)=x  ou  >=X, 

dy  dx 

= ? =0'  rm=o,.... 


Ce  qui  caractérise  donc  la  variable  indépendante  et  la 
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distingue  tles  autres  variables,  c’est  que  sa  dérivée  du  pre- 
mier ordre  est  l’unité  et  que  ses  autres  dérivées  sont  nulles. 

Lorsqu’on  a admis  une  certaine  variable,  par  exemple  x, 
pour  la  variable  indépendante,  on  ne  peut  changer  celle-ci 
qu’au  moyen  de  transformations  qui  conservent  les  dépen- 
dances déjà  subsistantes  entre  les  autres  variables  y,  z , u , 
et  cette  variable  indépendante  x.  Soit 

(o)  F (x,y,y',y",.  . .)=  a=o 


une  fonction  dans  laquelle  x est  regardé  comme  la  variable 
indépendante , et,  par  conséquent  , y comme  fonction  de  x. 
Supposons  qu’on  veuille  changer  de  variable  indépendante, 
et  qu’on  en  prenne,  au  lieu  de  x , une  autre  désignée 
par  t.  Il  est  entendu  que  x et  y deviennent  des  fonctions 
de  t,  et  que  la  dépendance  primitivement  établie  entre  X 
et  y ne  cesse  pas  de  subsister,  en  sorte  qu’on  a tout  à la 
fois 

(0  y~f{x), 

(2)  * = 4’(/)- 


Il  s’agit  de  remplacer  les  dérivées  y', y", . . . de  la  fonc- 
tion y prises  par  rapport  à x , en  d’autres  dérivées  de  la 
même  fonction  y,  prises  relativement  à t,  en  conservant  la 
dépendance  déjà  subsistante  entre  y et  x.  Or , par  le 
théorème  des  fonctions  de  fonctions  (41)  , les  relations 
( i ) et  (2)  donnent 

, dy__dy_d*' 
dt  tir,  dt 1 

d'où  l’on  déduit 


(3) 


dy 

dy  dt 
dx  dx 
dt 


C’est-à-dire  que  la  dérivée  dey,  prise  par  rapport  à xy  est 


Digitized  by  Google 


chapitre  premier. 


égale  au  quotient  des  dérivées  relatives  à i de 

r = <p(0  ct  jc  = -H')- 

De  cette  première  dérivée  on  déduira  immédiatement 
toutes  les  dérivées  des  ordres  supérieurs.  Kn  ellet , prenons 
les  dérivées  des  deux  membres  de  l’équation  (3),  par  rap- 
port à t , c’est-à-dire  eu  regardant  dt  comme  constante,  il 
viendra 

dx  d'y  dy  d ■ x 

d7y  dx  dt  dt 7 dt  dt  ‘ 
dx 1 dt  / dx  \ ’ 

\ dt  ) 
dx 


• i . « Il  .1, 

puis,  divisant  par  — 5 

dx  d'y  dy  d-j 

...  d'y  dt  dt * dt  dt 7 

(4) 


dx‘ 

(dxY 7 

\ dt  ) 

Soit  maintenant  prise , à son  tour,  la  dérivée  de  l’expres- 
sion (4) , par  rapport  à / , ct  l’on  aura,  après  avoir  divisé 
dx 

Par  w 


(5) 

I 

(6) 
(?) 

(8) 


/dx'yd’y  dxd'xd'y  dy/d'xX7  dx  dy  tl 

P y \dl / rtf  dt7  dt7  r/t  \ c/f ! / rff  c/t  rf 


x 

dP 


dx 7 


{§)' 


Les  équations  (3),  (4),  (5)  peuvent  s’écrire 

dx ’ 

H dx  d7y  — dy  d‘  x 
dx 3 

m dx7 d'y  — Sdxd'xd'y  3dy(d‘x)7 — dxdyd'-x 

dx 5 

t/x(dvd'y  — dyd'x)  — 3 d7x(dx  d‘y  — dyd'x) 

dx s ’ 
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en  se  rappelant  que  les  différentielles  «pii  composent  les 
seconds  membres  sont  prises  par  rapport  à / , devenu  la 
variable  indépendante. 

02.  La  formule  (6)  montre  qu’on  ne  doit  faire  «'prou- 
ver aucune  altération  à une  fonction  qui  ne  renferme  <|ue 
des  dérivées  «lu  premier  ordre,  lorsqu’on  veut  changer 
de  variable  principale,  pourvu  qu’on  regarde  les  différen- 
tielles «jui  la  composent,  comme  relatives  à la  nouvelle 
variable  indépendante.  C’est  un  avantage  que  présente  la 
notation  de  Leibnitz,  mais  qui  n’a  lieu  que  pour  le  premier 
ordre. 

03.  Si  l’on  substitue  les  expressions  (3),  (4),  (:*>)  dans 
1 équation  où  x était  la  variable  indépendante,  il  en 
résultera  l’équation  équivalente 


(b) 


F ( 


dx 

dt' 


d7x 


dx  (}\X 

dt  ' dt*’ 


«lans  laquelle  la  variable  principale  est  t. 

L’équation  (&),  où  aucune  différentielle  n’est  constante, 
est  dite  complète.  On  peut  y prendre,  suivant  qu’on  le  ju- 
gera plus  commode  pour  l’intégration,  telle  différentielle 
<[u’on  voudra  pour  constante.  Elle  renferme  les  variables 
et  y cl  les  dérivées  de  ces  deux  variables,  tandis  «pie  1 é- 
«piation  («)  ne  renfermait  que  les  deux  mêmes  variables 
avec  les  dérivées  dey  relatives  à x. 

Si  l’on  a une  équation 


(c)  <f{t,x)  = O, 

entre  t et  a:,  on  pourra  en  déduire  la  valeur  de  .t'  et  de  ses 
dérivées  en  fonctions  de  substituant  ensuite  ces  valeurs 
dans  l’étpiation  (/>),  elle  deviendra 


dy  d\r 

’ dt  dt  ' 


Alors  x et  ses  dérivées  auront  disparu. 
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Si,  en  particulier,  la  relation  (c)  était  X = t , oti  au- 
rait 


dx  dt  d'x 

dt  dt  ’ dt' 


cl  les  formules  (3),  (4),  (5)  se  réduiraient  à 

dy  dy  d'y  d'y  d'y  d'y 

dx  dt  ' dx'  dt'  dx'  dt' 


ainsi  que  cela  doit  être,  puisqu  on  n’a  fait  que  changerw 
en  t. 

Lorsqu’au  lieu  de  la  relation  (c)  on  en  aura  une  autre 
entre  t et  y, 


il  faudra  tirer  de  celle-ci  les  valeurs  A<i  y et  de  scs  dérivées 
en  fonctions  de  t;  et  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  l'é- 
quation (b)  la  réduira  à 


(/) 


' , r, 


de 

dt 


d'x 

~dF' 


O. 


Dans  le  cas  où  la  relation  (e)  sera  simplement^  = t , on 
aura 

dy de d'y 

dt  dt  ’ dt' 


Alors  y devient  la  variable  principale  au  lieu  de  t. , et  les 
formules  (3),  (4) , (5)  deviendront , en  v changeant  t en  y, 


d‘x 


rfy  __ 

i 

d'y  _ 

dy' 

dx 

dx  ’ 

dx' 

/ dx\' 

dÿ 

\dx) 

ou 

1 

d'y  _ 

d'x 

dx 

~di' 

dx' 

~ WŸ' 

eti  SC 

rappelant  que 

les  dill'c 

d'y 

dx' 


^/d'x\'  dxd'x 
\ dy'  ) dy  dy 3 
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seconds  membres  de  ces  équations  sont  prises  par  rapport 

à y- 

Quand  la  variable  indépendante  est  donnée  par  l’équa- 
tion 

te)  o, 

on  peut  faire  disparaître  à volonté  x ou  y\  et,  par  des  dif- 
férentiations successives  de  l’équation  (g),  obtenir  les  va- 
leurs de  x,  > • • • en  fonction  de  r,  C~-  > • • • « 

y ou  réciproquement,  x et  y étant  regardées  comme  indé- 
pendantes l’une  de  l’autre. 

Soit  proposée  la  fonction 


dx 7 


qui  exprime  le  rayon  de  courbure  d’une  courbe  quelconque 
représentée  par  l’équation^  = f[x ),  dans  laquelle  x est  la 
variable  principale.  Pour  que  celle-ci  devienne  t , or  se  ser- 
vira des  formules  (3)  et  (4),  et  leur  substitution  dans  la 
formule  (A)  donnera 


(B) 


i-f- 


(± 

\dt 


(£)’ 


3 


/ dx\  3 

A*  ) 


m* 


dx  d‘y  dy  <l2x  dx  il2 y dy  d‘x  ’ 

dt  dt 2 dt  dt2  dt  dt2  dt  dt2 


dx  y1 
dt  ) 


[dx2  -t-  <ly‘\ 2 

\ <û2  ) 


dx  il 2 y 
dt  dt 2 


dy  il'  x 
dt  dt 2 
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3 

(i/jc‘  -+-  <h  -y 
dxdîy  — d)  d'x 


en  sc  rappelant  ici  que  les  différentielles  sont  prises  par  rap- 
port à t.  Si  l’on  veut  que  la  variable  indépendante  rede- 
vienne x , on  fera 


<=r.r;  d’où 


dx 

dt 


d'x 

W' 


O, 


et  l’équation  (15)  donnera 


dx * 


On  doit,  en  ell’et , retomber  sur  la  première  expression  de  r. 

Supposons  maintenant  qu’on  veuille  prendre  y ou  1 or- 
donnée de  la  courbe  pour  la  variable  indépendante.  Nous 
poserons  t d’où 


ilx  dx  d'x  d'x  dy  dy  d'y  d'y 

dt  dy  ' dt'  dy!  dt  dy  ’ dt'  dy' 


et  la  formule  (B)  deviendra 


dy' 


dx 1 -I-  dy')1 
d'xdy 


C’est,  en  effet,  le  résultat  auquel  on  parvient  en  substituant 
dans  l’équation  (A),  au  lieu  dc^ÿ  et  leurs  valeurs  réci- 
proques , 

d'x 

— FF 

dx''  / r/x  \ ■’ 

dr  \7h) 

Si  l’on  veut  ipic  la  variable  indépendante  soit  1 arc  de  la 
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courbe,  alors  t sera  donné  par  l’équation 

( E ) dt  = y dx7  -f-  dr-, 

et  l’équation  (B)  deviendra 

(F)  r— 

dx  d2 y dy  d1  x 

dt  dt 1 dt  dO 


• • d^  x d * y •% 

On  peut  éliminer  -jp-  ou  ——  au  moyen  de  la  relation  ( E) , 


car  elle  donne 


dx 

dt 


v/-(Ê)' 

dy_ 

Substituant  ici  à la  place  de  ~ son  expression  (3)  —•> 


il  vient 


dx 

dt 


dx 

dt 


VWFW 


dx 

dt 


■=/(!)’+ (I)' 


Diflërenliaut  ce  résultat,  on  obtient 


puis 


d*x 

~dÔ 


dx  d’x  dy  d-y 

dt  dt 1 dt  dt  ' ’ 


dy  d%  y 

dt  dO  d2  y 

dx  ’ et  1ÎF 


dt 


dx  d-x 

Tït  ' ~dF 

dy 

Jt 


Suivant  qu’on  substituera  la  première  ou  la  seconde  do 
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tlion 

(F),  O" 

trouve: 

dx 

dy 

dt 

dt 

d'-y' 

!F~x 

dt7 

lïF 

ou,  en  sous-cutcndant  la  variable/, 

dx  — dy 
d‘y  d7x 

Supposons  enfin  qu’on  prenne  pour  variable  indépendante 
l’élément  de  l’aire  de  la  courbe;  alors 


d’où 


dt  =r  ydx , 

_dy_ 

dx  i d1  x dt  dy  i 

rit  Y dt'  y*  dt  y1 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  (R),  relative  à 
telle  variable  principale  t qu’on  voudra,  on  trouve 


(»  +r‘<iyrY 

y(yd2y  + dy »)  ’ 


en  sous-entendant  ici  que  la  variable  principale  est 
t — fydx. 

Proposous-nous  encore  de  transformer  l’équation 
ad2  x — dsdy , 


dans  laquelle  s est  supposée  la  variable  indépendante,  en 
une  autre  équation  où  x soit  cette  variable  indépendante. 
On  a,  en  divisant  de  part  et  d’autre  par 


(O) 


d'x 

fis7 


dy 

ds 


Afin  de  généraliser  cette  équation,  et  qu  elle  convienne  à 
toute  variable  indépendante  quelconque  /,  sans  conserver 


Bigitized  by 


Gooole 


DIFFÉRENTIATION  DES  QUANTITÉS  ALOÉBIUQI  ES. 

aucune  trace  de  ce  que  s est  cette  variable  principale,  nous 
poserons 


dx 

ds  d ‘x 

dx  d3s 

± 

dx 

dt 

d3X 

dt  dO 

dt  dt3 

dy 

dt 

ds 

Us ’ 

ds 3 

( ds' 

? ’ 

et  ~r 

fis 

~ ds 

U. 

) 

dt 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (G),  il  vient 

/ ds  d‘x  dx  d 3 s \ dy  / ds  \ - 

dO  de  dO  J dt  \dt) 

Pour  que  maintenant  la  variable  indépendante  devienne  x, 
il  n’y  a qu’à  faire 

t~x,  d’où  dt=dx  = i,  d3t  — d’x  — o, 

et  l’équation  se  changera  en 

d3s dy  I ds 

dx 3 dx  \ dx 

Or  

ds  = \l  dx 3 -f-  dy 3 

donne 


ds  \/ dx 3 -f-  dy-  d- s dxd3x  -+•  dyd3y 

dx  dx  , dx' 

dx  ( dx 3 -f-  dy 3 ) 

ces  valeurs  réduisent  l’équation  précédente  à 

a[dxd3x  - 1-  clyd3y) dy  dx--+-  dy 3 

£ “ 

( dx3  ■+-  dy')1  dx3 


dx  dx 3 


OU 


— adxd’y  = [dx3 -+•  dy3)3  , 


en  observant  que 


dx  — i , et  d3x  = o . 

Soit  enfin 

, , , . d3  y i x 

((ta:3  4-  dy3)  - ~ = - cos  -» 
' ' dx*  a c 


où  ds  est  constant;  il  s agit  de  changer  cette  équation  en 
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une  autre  où  x soit  la  variable  indépendante.  Multipliant 


fl.  r* 


de  part  et  d'autre  par  — ■>  on  aura 


ds' 

tl7 1 / dx\ 4 


I X 

- cos  — ■ 

a c 


f/s 7 \ fis 

Pour  qu’aucune  différentielle  ne  soit  constante,  nous  po- 


serons 


dx 

dy 

ds  d7y  dy 

d7s 

dx 

'rît 

dr 

_ dl 

d7 y 

dt  dt  rit 

dt7 

ds 

dï' 

dx 

~ ~ds  ’ 

~fïF~ 

(dsV 

Tîi 

~dt 

[dt! 

cl,  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  précédente,  il 
viendra 


La  variable  principale  devant  être  .r,  nous  ferons 
t=z. r,  d’où  dt  — dx—i , d7t  = d7  x — O, 


puis 


(«) 

Or 

donne 


(fis  d7y  dy  d7s\  fis  1 x 

dx  dx7  d. r dx7  J dx  a r 

I ds 
' dx 


ds\  * d7y  ds  d7s  dy  î .r 

dx  I dx7  dx  dx7  dx  a c 


ds  — \dx7-t-dy7 


ds  \ dx7  -t-  dy7  d7s  dx  d7  x -4-  dy  d7 y 

de  ~ 


dx 


dx7 


dx7  SJ  dx7  -t-  dy7 
ds  d7s  dxd7x-\-  dvd7  y dy  d7y 


■ix  dx7 


dx 3 


tlx  fl.r7 
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à fa  use  de 

d-x  = o.  . 

Ainsi  l'équation  (et  ) deviendra 

/ ds  \ * d7y  / r/v\8  cl 7 y i x 

\ dx  J dx 5 \ dx  ) dx'-  ci  r. 

r('ÿy_/,^yiÿz=iCoSf. 

[ \ dx  J \ dx  J dx7  a 

Or 

(±Y_  (±Y-,' 

\ dx  \ dx  ) 

Nous  avons  donc,  pour  l'équation  chercbéc, 

d 7 y i x 

dx 7 a r 
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CHAPITRE  IL 

DIFFÉRENTIATION  DES  QUANTITÉS  TRANSCENDANTES. 
Formule  de  Taylor. 

(;*4.  Proposons-nous  de  trouver  le  développement  de  la 
fonction^  = f[x)  lorsque  la  variable  indépendante  x de- 
vient X h étant  une  quantité  quelconque,  mais  ra- 

tionnelle. 

L’équation  (6)  du  paragraphe  15,  en  y faisant  dx  — l i, 

donne  , 

/(x-M)  — f(x)  = (y'-+-  i)h. 

Posons 

x H-  h = i et  y’  -+-  e = p, 
d’où  h = t — x, 

.'(»)  fi')  — ? +P('  — x)f 

/(')-/(«) 

* i — x 

Les  variables  i et  .r,  dont  p est  une  fonction  , et  qui  entrent 
aussi  dans  l’équation  (i),  sont  deux  variables  indépen- 
dantes l’une  de  l’autre;  car  on  peut  donner  à chacune 
d’elles  toutes  les  valeurs  qu’on  voudra  indépendamment  de 
l’autre,  puisque  h est  une  quantité  arbitraire.  Prenons  les 
dérivées  successives  de  l’équation  (i)  par  rapport  à x.  Nous 
regarderons  alors  i et  f(î ) comme  des  constantes , cl  p 
comme  variable  ainsi  que  j"  = J ( x ).  Nous  aurons  donc 


(2) 

o — y -t - y (i 

— *)  —P, 

(3) 

o —y"  H-  p"  ( i 

~X)—  2 p'. 

(4) 

o = y"'  -4- p * (i 

— x)  — 3 p", 

(5) 

o=ytr  + p"(i 

1 

H 

T 

S 

(«-Fi) 

o — y(.K)  p(")  ( 

i — x)  — np("' 
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P =/  + //(/  — .*), 

= i JP*  {/—*), 

Pm  = \yn  + t7,,v  ( ' — r)  » 


Les  valeurs  de  p,  />',  />",  . . v,  qu’on  vient  d’obtenir, 

étant  substituées  successivement  dans  l'équation  (i),  con- 
duisent à cette  suite  de  développements , 

f{i )=  3"  -H  ('  — x)y'  ■+•  ('  XY  P' i 

. , . s , . (i  — xY  . (*  — •*)’  _-/ 

/(')=/-*- — x).r  h — r.T~J  4 — nr-'  ’ 

( / — .r  )2 

/(«;)  =r  + ('-*)/+  TTj  7 


(f— *)a  r*> 

1.2.3 


('-*)■ 

1.2.3 


lesquels,  en  remettant  .r  H-  /i  au  lieu  dcf,  et  f(x)  pour  y, 
se  traduisent  par  la  suite  indéfinie 

/(*  + k)  =/(*)  H-  */'(*)  + ^/"(*)  + 7-3/»-  • 

An — 1 /t" 

/(»-0  (*)  4-  — - 


(A) 


I .2.  . .(«  — l)“ 

Le  terme  général  du  rang  n est 


.2...(«— l)J 


hn~ 


(x); 


1.2.  . . (n  — 1)’ 

la  somme  des  termes  qui  suivent  ce  terme  général , ou  le 
terme  complémentaire,  est 

hn 

TTy^Tïn-  |)J 


Cette  formule,  qui  est  l’élément  principal  du  calcul  dif- 
férentiel, est  attribuée  à Taylor.  Elle  sert  à développer 
toute  fonction  de  X -+-  h suivant  les  puissances  de  l’accrois- 
sement h de  la  variable,  pourvu  que  les  valeurs  de  x et  de  h 
ne  rendent  pas  infinies  les  fonctions  y,  y . . . , p,  p\ . . • < 

6 
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Les  cas  où  la  formule  do  Taylor  so  trouve  en  défaut  se- 
ront l’objet  d'un  examen  particulier. 

Un  appelle  série  une  suite  de  termes  positifs  ou  négatifs 
dont  le  nombre  est  infini. 

fiîî.  I.a  série  (A)  donne 

/(■r  h)  — /(. r)  = hf  (x)  -+•  ~f"(x ) -K  . . 

= ,l  | j'(x)  + ~ /"(•*)  + • • -J- 

h . h‘ 

Posant  - f"(x)  -f-  j on  aura 

/(x  + h)  — /(■*)  = h [/'(*).+  s]  = ( r'-t-  «J  h. 

Pour  que  la  série  (A)  soit  croissante,  il  faudra  que  pour 
une  augmentation  de  x , si  petite  qu  elle  soit,  on  ait 

/(x  + It)  — f(x)>o, 

et  partant  que  (y'~ I-  s)/t  soit  une  quantité  positive.  Or  l’on 
peut  attribuer  à h des  valeurs  assez  petites  pour  que  e , 
qui  diminue  avec  h , devienne  aussi  petit  qu’on  voudra,  et 
qu’on  ait  ï car  j'  est  indépendant  de  h.  Alors  y7-}-  e 

aura  le  même  signe  que  y'.  Donc,  si  ) ' est  positive,  la 
quantité  (y' ■+■  c)  h sera  positive  ou  négative,  suivant  que 
h sera  positif  ou  négatif  ; c’est-à-dire  qu’une  fonction  dont 
la  dérivée  est  positive,  croit  ou  diminue  en  même  temps 
que  la  variable  indépendante.  Par  le  même  raisonnement, 
le  contraire  a lieu  lorsque  la  dérivée  est  négative.  Ainsi, 
en  d’autres  termes,  une  fonction  varie  dans  le  même  sens 
que  la  variable  dont  elle  dépend , lorsque  sa  dérivée  est 
positive , et  en  sens  contraire  quaud  sa  dérivée  est  né- 
gative. 

Lorsque  Tune  des  dérivées  de  la  fonction  proposée 
y z=f(x)  devient  nulle,  la  série  (A)  se  termine  et  ne  se 
compose  plus  que  d’un  certain  nombre  déterminé  de  ter- 
mes. Cela  arrive  quand  /(.r)  est  une  fonction  rationnelle 
et  entière  de  .x-.  Mais  il  petit  se  faire  que  ces  dérivées  ne 
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s’anéantissent  aucunes;  alors  la  suite  (A)  sera  l'expres- 
sion  finie  d’un  nombre  indéfini  de  termes.  11  est  impor- 
tant , lorsqu'on  emploie  cette  série  pour  avoir  la  valeur 
d’une  fonction  dans  des  cas  particuliers  où  l’on  ne  peut 
tenir  compte  que  d’un  certain  nombre  de  termes,  de  pou- 
voir évaluer  le  reste  de  la  série  qu’on  néglige,  ou,  au 
moins,  de  savoir  assigner  les  limites  de  l’erreur  que  l’on 
commet  en  négligeant  ce  reste.  Par  ce  moyen , l’on  donne 
aux  résultats  que  fournit  la  formule  de  Taylor  toute  la 
rigueur  désirable.  C.’cst  pourquoi  nous  allons  chercher 
deux  limites  entre  lesquelles  se  trouve  compris  le  terme 

/,»  t • 

complémentaire  — ^ 1 ~ yj  p(n~'  qui  exprime  la  somme 

des  termes  négligés,  ou  le  reste  de  la  série. 


Limites  de  la  formule  de  Taylor. 

11  est  clair  que  nous  n’avons  point  à nous  occuper  du 

fl’1  y i , 

facteur -, , i et  que  c'est  de  la  dérivée  dont 

i) 

il  s’agit  de  fixer  deux  limites. 

Bf>.  Posons 


(B)  u = (c  — //"“'>)  (/'  — *)% 

c étant  une  constante  arbitraire.  Soit  c,  une  valeur  de  r 
pour  laquelle  on  a 

riu 

<lx  ° 


dans  tout  le  cours  des  valeurs  de  x,  depuis  x jusqu'à 
x — t-  li  = i.  La  fonction  u sera  alors  croissante  (6S).  Mais 
lorsque  x = /',  l’équation  (B)  montre  que  n — o;  donc// 
était  négatif,  et  partant  on  a 

pi»-')  > c,. 

Maintenant  soit  c,  une  valeur  de  c , telle  que  — < o de- 
puis x — x jusqu’à  x — x ■+•  h = /.  Alors  la  fonction  u 
devient  décroissante.  Or  pour  x = /,  cette  même  fonction 

6. 
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étant  mille,  il  faut  que  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  r, 

ou  à partir  île  .r  jusqu'à  on  ait 

p"‘-')  <r„ 

Il  suit  de  ces  considérations  qu’on  peut  prendre  r,  et  c, 
pour  les  limites  cherchées  entre  lesquelles  p'"~'  est  com- 
pris. 

Prenant  la  dérivée  de  l’équation  (11),  il  vient 

du  . . / , , 

— = [—  ne  -4 - /ij>  " 1 — />  " [ i — .»-)]  i — r/  i. 


Mais  la  relation  (//  -+-  i )',  ou 

O — _»•<")  P (l  X : — 


donne 


p " (i  — .r)  = «yi  "-■/  — i i'o. 


Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente,  il 
viendra 

du 


du 

— — w ( t X 

dx 


i r{"> 

\n-'  -1 


l^-l- 


Des  trois  facteurs  tjui  composent  cette  dernière  expression, 
il  est  évident  que  les  deux  premiers,  n et  (i — je)"-1,  sont 
positifs,  car  n est  un  nombre  entier  et  i = x ■+■  h x. 

Donc,  --  sera  positive  ou  négative  selon  que  la  quantité 


-csera  elle-même  positive  ou  négative.  Or,  puisque  c, 


dit . 


i*st  une  valeur  de  c pour  laquelle  — o , on  aura 


,.»■  r:n> 

Cl  > O,  OU  >C|. 

n n 


Supposons  que  m soit  la  plus  petite  valeur  de  y quand  .v 
passe  par  tous  les  étals  de  grandeur,  depuis  a • jusqu’à  /; 


* 
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ou  conçoit  qu’en  prenant  e,  = "■ , toutes  les  autres  valeurs 


de  J 


rW 


■Ci  seront  positives. 


On  se  convaincra  de  même  que,  M étant  la  plus  grande 


M 


valeur  de  y("),  lorsque  x varie  de  x à i,  si  l’on  prend  c,  = — > 


yi11  * 

la  quantité  ' c2  sera  négative.  Donc  la  valeur  de  p 


(n-l) 


(jui  est  comprise  entre  c,  et  c, , sera  aussi  comprise  entre 


m 

n 


M 


et  —j  de  sorte  que  désignant  par  p une  quantité  m 


A" 


et  <"  M , le  terme  couiplénicn taire  

1 1 . 2 . . . ( « 1 ) ' 

prendra  la  forme 


h" 


l . 2 . . . ( n — i ) n 
h" 


-/>;(  X + OA), 
en  représentant,  d’après  l’illustre  Lagrange,  par 

'■(*+  0/t), 

0 étant  o et  i , 1 une  des  valeurs  exprimées  parp,  de  la 
fonction  / (x)  = y<n),  qui  ont  lieu  dans  l’intervalle  de  ,r 

à x -h  h.  Ainsi , la  formule  de  Taylor  s’écrira 

j /(x  + A)  =/(x)  + hf'(x)  /"  (x)  + Jt-J  ■"(x)  + ... 

) /,»->  /,« 

• H_ :/<»->  (x)  H /»(*  + « h). 

\ i 2 ...(«  — i)  ' ‘ î.a.  ..n  ' ' 

67.  Si  l’on  borne  la  série  aux  deux  premiers  termes,  ou 
a celte  formule 

/(x  -+-  A)  =/(x)  4-  hf'(x  -h  6 A ). 

HS.  Si . pour  une  valeur  particulière  de  x , savoir  x — x„ , 


ou  a 


(•*«)  — <*,  f'  tx,)  = o,  /"(x.)=±  o,. . . , /(*-D (x,)  =p<» 
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la  série  (C  ) donne 


/(  x,  h ) = - ' ( J-,  + Ù/i). 

69.  Une  série  est  dite  convergente , lorsqu  en  prenant 
de  plus  en  plus  de  ses  premiers  termes,  avec  leurs  signes 
respectifs,  on  approche  toujours  davantage  d’une  certaine 
quantité,  qui  est  la  limite  de  la  série.  On  appelle  diver- 
gente toute  série  où  le  contraire  a lieu. 

11  est  souvent  nécessaire  d’un  examen  spécial  pour  s’assu- 
rer si  une  série  est  convergente  ou  non.  Mais  dans  quelques 
cas,  la  convergence  est  manifeste.  Par  exemple,  une  suite 
dont  tous  les  ternies  diminuent  progressivement  et  sont 
positifs,  ou  tour  à tour  positifs  et  négatifs,  est  une  série 
convergente.  Ainsi  les  termes  d’une  progression  par  quo- 
tient ff  i : x : x*  : x J : ...,  dont  la  raison  x est  i , forment 
une  série  convergente,  puisqu’à  mesure  qu’on  prend  da- 
vantage de  ces  termes,  à partir  des  premiers,  on  approche 

toujours  plus  de  la  limite — - — de  cette  progression  indé- 
finie. 

Quant  à la  série  de  Taylor,  nous  remarquerons  qu’elle 
sera  convergente , si  la  quantité  J {n'  (x  -4-  6/t)  conserve  tou- 
jours des  valeurs  finies , quelque  grand  que  soit  n , parce  que 

hn 

le  facteur tend  nécessairement  à devenir  nul  lors- 

1.2...// 

que  n augmente  de  plus  en  plus.  En  effet , supposons  n = 6 ; 
multiplions  le  produit  des  six  facteurs  i. 2.3. 4- 5 -6  par 
le  produit  des  mêmes  facteurs  pris  dans  un  ordre  in- 
verse. Il  en  résultera  le  produit  de  six  nouveaux  facteurs, 

6.  io.i2.  i2.  io.6,  évidemment  égal  au  carré  de 

i . a.  3 . 4 • 5 . 6 , et  évidemment  aussi  ^>6. 6. 6. 6. 6. 6 = 6®. 
On  a donc 

(i  .2. 3. 4-5. 6)- >6'-. 

Il  est  visible  qu  il  eu  serait  de  même  pour  tout  autre  cas.  * 
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jNous  poserons,  en  conséquence, 

(i  .2.3. . .»)’> 

fl  ou  successivement 


i .2.3. . .//  > (v«)'\ 


, i . a. 3. . . n~^>  «% 

h"  h * 

< 


•a-3  •••"  (y/n)" 

Miette  dernière  quantité  devenant  zéro  lorsqu"  n — cc  . à 
//“  > 

fortiori , s évanouira  dans  la  même  hvpothèsc. 

70.  De  la  série  de  Taylor,  il  résulte  cjue  l’avant-dernier 
terme  surpassera  le  dernier  si  l’on  a 

A"-1  . u A'1 


OU  SI 


Or,  cela  est  toujours  possible  eu  prenant 


Donc  on  peut  toujours,  dans  le  développement  d’une  fonc- 
tion, rendre  un  terme  quelconque  de  la  série  plus  grand 
que  la  somme  de  tous  les  termes  qui  suivent-,  et,  par  con- 
séquent, rendre  le  dernier  terme  auquel  on  se  borne,  plus 
grand  que  le  reste  qu’on  néglige,  ou  que  le  terme  complé- 
mentaire. 

71.  Supposons J'(x)  — .x,m,  et  soit  proposé  de  dévelop- 
per (x-t-  h )"',  l’exposant  tri  étant  quelconque,  c’est-à-dire 
entier,  fractionnaire,  positif  ou  négatif.  On  a 

f(x)  — x",- 

f[x  ) = MX"’-'  , 

f"  ( x ) — ni  ( in  — i ) x"' 

/■(«—O (x)  = m (m  — i)  . .(ni  — n -t-  2).r"~"H'1, 

(x  9 h)  — m (nt  — i ) . . .(ni  — n i ) (,r  •+-  9 A ; 
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ta  il  vient 


CHAPITRE  OKI  XI K MC. 


(x  4-  A = x™  -+-  mhxm  1 

i («i  — i ) , ni  [/n  — i ) (in  — i ) , , 

/(’ x"  -3  h ^ L>. J A3  x”- 3 -+-... 

12  1.2.3 

(»)  { . «(«  — ■)...(*»-«  + ») 

1.2.  ..(«  — !) 

/«  ! »i  — 

I . 2 . 3 . . . « 

C’est  le  développement  Uni  du  binôme  de  iVewton , lequel 
se  trouve  donc  démontré,  quel  que  soit  l’exposant. 

Lorsque  m est  un  nombre  entier  et  positif,  la  formule 
précédente  ne  se  compose  plus  que  de  m + 1 termes.  En 
eflet,  le  terme  du  rang  n,  qui  est 


i : ni  — i). . .(ni  — : n -4-  i)  . „ , , 

— — L _ J — — ' A"( x ô A f~". 


devient 


)(///  I i . . .(/Il  — Il  -+-  2 ) , 

— hr-h r— /'" •r’" 

I .2.3.  . — I ) 


mjchm~  1 pour  n = ni. 

Le  terme  suivant  sera 

A"  h" 

„ /"(*)  (x)  = . m m — i — « -4-  i)x"-", 

qui , en  faisant  n = m , se  réduit  à Après  ce  terme  il 
n’y  ena  plus  d’autres;  caries  dérivées  j (">+*) 

sont  constamment  milles,  de  sorte  <[ue  ni  étant  uu  nombre 
entier  positif,  on  a 


(E) 


J 

( 

\ 

Soit 


, , . , m ; m — i , 

(x  -H  A )"  = x"'  -+-  m/ix"-'  -f-  — i i A’x"- 3 . 


ni  ( ni  — i )...(/«  — n 4-  i ) 
1.2.3 ...  « 


h“xm~n  h‘r- 


f ( x)  = x"  -f-  +-  f/x"  . . - 

m étant  un  nombre  entier  positif;  on  demande  le  dévelop  - 
peinent  de 

/(x4-A)  = (x-t-/<)“  -+-/» (x-f- A)*-1 -+- H- A)"*~,-ft . . . -+-i(x-f-A)-+-/. 
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On  a 

f (x)  = nixm~'  -4 - p (ni  — l )ï"*'’  -+-  q ( m — 2 ) xm  J . 
f"[x)  — m (m  — i ‘4-  p(//i  — i )•(/«  — 2)xm~>. 

f(m')(x)  — m{m  — i)  (j/i  — 2 ) . . . 2 . 1 , 

y(«+l)(x)  = o, . . . 

et  la  formule  (C)  donnera 

U’ 


xm  -f-  /mx”1"'1 

h 4-  m (m  — | jx™- : 

4-  px*~  ' 4- p (///  — 1 )xm~1 

4-  p[m  — 1 ) (/« — 2)x™-3 

4-  ijx"'~‘  4 -q(m  — 2)xw~3 

4-  //(1/1  — 2)  (ni — 3)x"-1 

-f-  AVT  -+-  s 

-ht 

. 4-//"‘. 


Le  développement  contiendra  (ra-4-i)  tel'jncs,  le  der- 
nier sera  h"‘. 

Soit 


Or 


f(x)  = \Jx  i d’où  f(x  ■+-  A)  = ^x  -f-  /(. 

/'(-  =4-  /"(*)  = 77=,’  /"(*)  = £%-•' 

2 V r 4 V -r  ovj:1 


2 V»’  4 V/- 

et  la  formule  de  Taylor  donnera 
\Jx  -T-  h — \'x  -1 îp  h 


: II’ 


2\jx  8 \Jx*  îfiy^ 


7Ü.  Si  l'on  veut'Texprcssion  finie  de  la.  suite  de  Taylor, 
il  faut  tenir  compte  du  terme  complémentaire.  Ainsi,  dans 
1 exemple  précédent , 

— V^~  >ix  __ 1 _ 

' x sfi  -h  \jx  * 

d’où  I on  tire 

si  l’on  pousse  le  développement  jusqu'au  troisième  terme, 
en  A3,  la  somme  des  autres  termes,  ou  le  reste  de  la  série, 


Pf  — —r=T7r 


+ iM’ 


''  4x 


yo  CHAPITRE  ÜEI  XIEME. 

sera  exprimé  par 


( 3 y'* 


V-c  ■ 


1 • 2 8r\/,r(\.i:  -f-  \0;  -j-  h 

et  l’on  ;tura  exactement 
h 


yx  4-  A = y.r  4- 


Soit  encore 


A1  ( 3 s/.r  4-  \jx  4-  /t  J A ; 

2 y/x  8 y/x'  8 .r  \Jx  ( \'x  4-  ^x  -H  A ) ' 


/(*)  = 


x‘  — A* 


A* 

X 


On  a 


/'(•*)  = <+£  /"<•*)=-  — 


/(«)  = f-ÿ  = / - Ap- 


puis 


/ — A3  f—l  4-  A’  x"  1 — x 
p — 7 — = i 4 


A*  h * 
x / 


i — x 


A3 

i.r 


D’où',  prenant  les  dérivées  pour  x seul , 

, — A3  „ 2A> 

=-Z7-’  ''  = 7?” 

La  somme  des  termes  qui  suivent  le  troisième  terme  sera 

A >/i3 


et  l'on  aura 


(x  4-  A)1  — A3  _ 
* .r  4 A 


(x  4-  A)  x' 
A’\ 


-(— 5)  + (■+?)*-(.£)*• 

A3 


/ A3\ 


4-  - 


(x  4-  A )x’ 


A». 


7.'j.  La  formule  de  Taylor,  lorsqu'on  y fait  .r  = a , se 
change  en 

/(«  -I-  A)  =/{«}  4-  A/7 («)  4;  ^/"(")  4- ) + ■•■■> 
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les  quantités  J (<*)  yj ' (a)  i J" {a)  >•••  étant  cc  que  devien- 
nent les  fonctions  f(x) , f (x),  J''(x),...  pour  la  valeur 
particulière  x = a.  * 

On  demande  le  développement  de 

/(jr)  = i‘-4r!  + 5.r-i  pour  x = 2 -+-  /(. 

On  a 

/(2  + /«)=/(2)  + V'(î)  + ^/"(î)  + 7X3 /"'{*)-■ 
Or 


/ 

(2)  = 

a3  — 4 • a ”t~ 5.2  — ic  + i ÿ 

r 

(2)  = 

3.25-8.2  + 5 = + i, 

r 

(2)  = 

+ 

II 

X 

1 

. fï 

'O 

r 

(2)  = 

f •’ 

'(*)  = 

o. . . . 

Donc 

f (2  4-  li)  — i-t-  h + a h-  4-  h*. 

Si  l’on  suppose  h ==  -f-  3 , il  viendra 

/(•a+3)=/(5)=+49- 

C’est,  en  effet , le  résultat  qu’on  obtient  en  faisant  x — M~ 
dans  la  fonction  proposée  x 5 — ^x*  -\-$x  — i. 

Pour  vérifier  le  calcul  précédent,  posons  x = 3 , et  dé- 
veloppons J (3  -f-  h)  j on  trouve 

f (3)  = 33  — 4. 3’ -4-  5.3—  i=  H-  5, 
f (3)î=  3.3’  — 8. 3-t-5  = 4-8, 
f"  (3)  = G.3  — 8 = -+-  io, 
fm  (3)  = — t—  « 

Donc 

f( 3 -+-  h ) =/(3)  -t-  ///'{ 3)  4-  ^/"(  3) 

.■H — ) — *4-  5 -f-  8A  h-  5 4’  ■+*  h*. 

2.3 

Supposant  ici  /r=  —f—  a,  on  arrive  à 

/(S)  sr  5 m-  8. 2 -p  5 . 4 -f-  8 = -)~  49’ 


ifi 


CHAF1TKE  11BI  MSAIK, 


.)2 


Série  de  Maclaurin . 

IA.  Si  dans  la  série  de  Taylor  on  fait  x =.  <> , il  vie.nl 
/{*)=/(  o)+/^;o)-t-|/»... 

a*-*  „ ■ > A“ 

I 2. . — l)  ' i .2.  . ' ' 

comme  h est  une  variable  quelconque,  nous  pouvons  la 
remplacer  par  x , et  il  en  résultera 


(F)  /(.*)  =/(o)4-x/'{o}+  -/"(o) 


-t- ,/("-)  (o) 

i 2. . ; « — i)‘ 


. 2 . . « 


6r) . 


Cette  formule  fait  connaître  le  développement  de  J (x) 
suivant  les  puissances  croissantes  et  entières  de  la  va- 
riable x , lorsque  celle  fonction  est  susceptible  d'un  tel  dé- 
veloppement. Elle  a été  donnée  par  Stirling,  mais  elle  est 
plus  connue  sons  le  nom  de  série  de  Maclaurin,  à qui  ou 
l’a  généralement  attribuée,  quoique  ces  deux  géomètres 
aient  reconnu  que  la  gloire  en  appartenait  encore  à Taylor, 
disciple  de  Newton. 

On  obtient  deux  limites  entre  lesquelles  la.  valeur  de  J (x) 
sera  nécessairement  comprise,  en  mettant  dans  le  dernier 
terme,  pour  y W (Ox) , la  plus  petite  et  la  plus  grande  va- 
leur que  prenne  cette  dérivée  dans  l’intervalle  de  o à x.  On 
conçoit  que  la  série  de  Maclaurin  sera  convergente,  si  la 
plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  dey <m)  (Sur)  diffèrent 
moins  que  toute  quantité  donnée,  lorsque  n augmente  in- 
définiment. Celte  circonstance  aura  lieu  toutes  les  fois 
que yw {0x)  conservera  sans  cesse  des  valeurs  Unies,  quel 

.r" 

que  grand  (pie  soit  n , parce  que  re* facteur tend  à 

devenir  nul  lorsque  //  augmente  de  plus  vu  plus. 
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Soi l proposé  de-dévclopper , par  la  formule  de  iVIaclaiirin', 
la  fonction  f(x)  — (a  4-  ,r)"'.  On  calculera 

N 

f'{x ) — m ( a -f- x)m~', 

f"(x)  — m{  ni  — i)  (a  -t-  x)"~J,  . 


fn~']  (x)  — m[m  — i).  4-  2)  (<»  4-  x) 

Faisant  x — o,  on  aura 
f (o)  — nm, 

/'(o)  = 

/'"(o)  — ni  [#/i  — i)am~2. 


{ o ) — m[m  — i).  . (m  — « -t-  a ) nm  ' ; 

cl  la  formule  (F)  donnera 


(o  -f-  XJ"  = II"'  -t-  IIIXflm~'  -+- 


III I III  — l 

■— > 1 X1flm-'t 


I . 2 


je'  n ™-J  •+•... 


ni  ( m — i)(m  — ■?.) 

T a73~ 

ni  ( 111  — 1 j . . . ( m — n 4-  2 ) 
1 . 2 . . ( 11  — 1 ) 


.»«-  t ,,m—n+  i 


Ce  qui  est  encore  la  formule  de  Newton  , et  son  terme 
général  du  rang  11 . 


Cas  oh  la  série  île  Taylor  est  en  défaut . 

75.  Tant  que  les  valeurs  attribuées  à x 11e  rendront  pas 
infinies  J(x)  , ni  aucune  de  scs  dérivées  , la  fonction 
J' (x  4-  h)  pourra  toujours  être  développée  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  de  h ; et  ce  développement  ne 
saurait  différer  de  celui  qui  est  donné  par  la  formule  (C). 
Mais  il  peut  arriver  quelquefois  que,  pour  certaine  valeur 
particulière  de  x,  le  développement  de  / [x  -y  h)  cesse  de 
procéder  d’après  la  série  de  Tavlor,  et  qu’il  contienne  des 
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termes  affectés  de  puissances  négatives  ou  fractionnaires 
de  h. 

Soit,  par  exemple, 


d’où 


/(*)  = \[Çr— ~aÿ, 


/'(*)  = 3 — . /*(*)  = 


3 \J.v  — a 

La  série  de  Taylor  donnerait 


— n)’ 


• A*-+-.., 


^(xrt -A  — fiy=\/ (x  — af  H-  — A ; 

3V'(*  — a)  9v/(x  — «)• 

Ce  développement  peut  subsister  tant  que  x prendra  des 
valeurs  différentes  de  «.Mais  il  n’aura  plus  lieu  pour  x = a , 

parce  qu’alors  /(x  -4-  /*)  se  réduit  à v^‘  = hl  $ en  même 
temps 

■ - /(*)  = »,  /'(•*)  = x,  /"(x)  = 

Pareillement 

/(  x)  = — TZ  donne  /(  .r  -+-  A ) = — — n ’• 

J x ' (x  — n ;•*  ( x -4-  h — ay. 


qui , pour  x — a , devient 

a -t-  A _ 
/P  ~ 


. flA-’  h~ 


La  même  valeur  de  x rend  infinies  f{x)  et  les  dérivées 
i,,  v —(•*+•■«)  a(x-t-a«) 

y (a;)  = ..._1:_,  / Tv*’-" 

Pour/(x)  = \/.r,  on  a trouvé 

V'r  + A = v-r  + ~t=  A //;  ■+■  /l  ’“  ‘ 

2yÆ  o y r1  my.r* 

Ur  cette  équation,  qui  a lieu  sans  difficulté  pour  toutes  le* 
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valeurs  de  x différentes  de  o , dev  ient  absurde  lorsque  x — o, 
car  alors  \jh  = o ■+•  ao  . Il  est  impossible,  en  effet,  de  dé- 
velopper \!h  en  puissances  entières  et  positives  de  h , 
. puisque  y /t  ne  peut  être  égale  à d’autre  puissance  de  h que 
celle  exprimée  par  A7. 

On  voit,  d'après  les  exemples  précédents,  que  les  cas 
où  la  série  de  Taylor  cesse  de  subsister , sont  ceux  où  les 
Ponctions  f '{$) , f[x) , f "{x)  » • • • deviennent  toutes , ou 
en  partie,  infinies  par  la  valeur  particulière  attribuée  à la 
variable  x.  Pour  le  démontrer  d’une  manière  générale  , 
supposons  d’abord  que  -pour  x = a,  le  développement 
de  f(x  —J—  /a ) , ordonné  par  rapport  à h , contienne  au  moins 
un  terme  affecté  d’une  puissance  négative  de  h , et  qu’on 
ait 

/(«  4-  A ) —Mi-m  4-  B A"  4-  C hP  4-  DA»  4-, . . . 


u,  p,  </,...  étant  des  nombres  entiers  positifs  ; A , B,  C ,... 
des  quantités  finies  dépendantes  de  a. 

Comme  cette  équation  a lieu , quel  que  soit  /t,  uous  au- 
rons, en  prenant  les  dérivées  successives  par  rapport  à h , 

=-mA  //-»-'  4-  ii  B /i"- 1 4-p  C hP~'  4-  i/D  hi~'  4- . . , 


il ’/(«-+-  A) 

d/t7 


-f  m(m  -t-  i)AA~",_1 4- rt(n  — i)BA“  * 


dif{a-\rh) 
. dh7 


+p[p—  \)Chr-'  + ..., 

= — m(m  ■+■  i )(//i  4-  2}  AA”m— 
4-«(«  — i)(«  — 2)  B A"-3  -(-  .... 


Mais  x cl  h étant  quelconques,  on  a (p.  5o) 

lr  4.  /,  ï dIif. ±*i, 

dx  ' . 1 dfi  * • 

iP/lx+h)  r„r  Gf  d'f\x  -4-  A) 

— — -/  [x  4-  A)  -r-. — ^rrr—i- 


q(>  ' CHAPITRE  I)F.l\li:ME. 

Donc , pour  : v = a . 

df(n  ■+•  /()  _ 


f'(a+h)-= 


M 


d'fin  -t-  A)  , . , . 

/■"(a  -f-  A ) = ^ "'(«»+  D A A-”-- 

-)-  n ( a — i ) B A"—J  -+-  ... 

/"'(fl  -+-  A)  — - — = — «!  (m  -H  i)(ffi  + »JAA 

-+-«(//  — i ) ( //  — a ) B h"^i  H-  . • - 
Faisant  h = o,  il  viendra, 

v /(«)  = “ 4- ... —so  , 

/'(«)  = -"»'•+  •••=».. 

, , A- 

/*(«)  — — -t-  * * • — > 

A 

/'"(fl)  — — /«  (/»  -H  i)(/fl  -+•  2)  - H 00  , etc. 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  représentent  le» 
valeurs  de  f{x) , /'(•*)>  f"(x)  v dans  la  supposition 
de  .r  = «. 

7G.  Donc,  si  pour  une  valeur  particulière  'de  x . un  des 
termes  du  développement  de  f(x-f-h)  est  de  la  forme 
A lr"\  la  fonction  proposée  f(x)  et.  ses  dérivées  successives 
deviendront  toutes  infinies. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  développement  vrai 
f{x  /i) , toujours  ordonné  par  rapport  à h et  en 
donnant  à x.  une  valeur  particulière  a , soit 

, ^ * 

/(/i  + A)  = A+  BA  CA’ -+-  D A5  -t-  EA‘  -H  . . • 

> ■ . ‘ 

et  quain'si  il  contienne  un  terme  D h‘  où  l'exposant  de  h 
est  un  nombre  positif  et  fractionnaire  compris  entre  a 
et  3. 
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Les  dérivées  successives,  par  rapport  à h , donneront 

/'  ( a •+•  A)  = B -4-  2C/1  + - DA*  -t-  3F.A’  +... , 

• 2 

/".{a  -M)=  2C  -+--^DA*  + 6EA  + . . . , 

r{a+h)-%\i  L + 6E+.. 

8 A* 
i5i) 

/•*(«  + A) 

16  ld 

i /hypothèse  h — o réduit  les  équations  précédentes  à , 
/(«)  = A,  /'(o)  = B,  /"(a)  = 2C, 

r»  = «, 

77.  Donc  si , pou/-  une  valeur  particulière  tic  x , /’u»  e?ev 
termes  du  développement  de  f(x  — t—  li ) est  de  la  forme 

P 

M h'1 , l'exposant.  — étant  un  nombre  fractionnaire  compris 

entre  les  entiers  n — i et  n , la  dérivée  de  l’ordre  n de 
f(x),  et  les  suivantes,  seront  infinies  pour  cette  valeur 
de  x , et  chacun  des  termes  précédents  deviendra , dans  la 
meme  supposition , une  quantité  constante  et  finie. 

Réciproquement,  si  pour  une  valeur  particulière  de  ,r 
toutes  les  fonctions  f(x),  f(x),  f"(a r),...  du  dévelop- 
pement général  sont  infinies , le  développement  vrai  devra 
contenir  un  terme  de  la  forme  Ah~m.  Car  les  fonctions 
f[x),*f(x) , f"(x)  »•••  étant  ce  que  deviennent  f(x-hh), 
f[x-\-h),  f"  (x  + h) ,...  lorsqu’on  y fait //  = o , ne  peu- 
vent devenir  infinies , à moins  que  h , ou  une  puissance  de  h . 
ne  divise  au  moins  un  des  termes  de  chacun  des  dévelop- 
pements f(x  -+-  h) , J '(.r  -I-  //),  J"(x  + /t),.... 

Enfin,  si  daiis  le  développement  général  , la  dérivée 
fW  (.t  ) est  la  première  qui , pour  une  certaine  valeur  de  x 
devienne  infinie,  il  devra  se  trouver  dans  le  développement 
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y# 

p 

vrai , un  terme  tel  que  M/t’,  - étant  un  nombre  compris 

entre  les  entiers  consécutifs  « — i et  «.  En  elfet , la  déri- 
vée f'"'1  (x) , provenant  de  f<a>  (x  -+-  h)  pour  h = o,  ne 
peut  devenir  infinie,  à moins  que  /*  ne  s’introduise  en  di- 
viseur, seulement  à partir  de  f[n,(x  ■+•  /»)  ; et  alors  l'expo- 
sant - doit  tomber  entre  « — i et  n.  Car  si  - tombait  en- 
1 1 
tre  « — 2 et  « — 1 , la  dérivée  (x)  serait  la  première 

qui  deviendrait  infinie  -,  si  - se  trouvait  entre  les  deux 
M 9 

nombres  « et  « -t-i , ce  serait  à partir  seulement  de  (x  ) 
que  l’infini  s’introduirait  dans  les  dérivées. 

78.  11  faut  observer  que  si  J (x)  contient  un  terme  de  la 

</ 

forme  (x  — n)m\j[x — b)'1,  ce  terme  peut  disparaître,  pour 
une  valeur  particulière  de  x,  de  deux  manières  diiîëren- 
tes  : ou  parce  que  cette  valeur  annule  la  quantité  qui  se 
trouve  sous  le  signe  radical,  ou  parce  que  celte  valeur  ré- 
duit à zéro  le  facteur  (x  — a)m.  Dans  le  premier  cas,  qui 
est  celui  où  x = b , le  développement  de  J'(x  ■+■  h)  ne  pro- 
cède plus  suivant  la  série  de  Taylor.  Dans  le  second  cas , 
savoir  lorsque  x=  a,  le  facteur  (x  — a)'"  cesse  d’affecter 
le  radical  après//»  — 1 dérivations  ; de  sorte  que  ce  radical , 
qui  a disparu  dans  les  ni  premières  fonctions  f(x),f  (x), 
f"  ( x) , . . . subsistera  dans  les  dérivées  subséquentes , sans 
que  la  formule  de  Taylor  subisse  d’interruption  5 mais  l’on 
devra  la  prolonger  dans  toute  son  étendue,  ou  du  moins, 
si  l’on  veut  l'arrêter,  et  lui  assigner  des  limites,  il  faudra 
la  continuer  au  delà  du  terme  qui  renferme  la  dérivée  ’de 
l'ordre  in. 

Soit,  par  exemple, 

/(x)  = r+(x  - a)'  v'.r  — à; 
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d’où 

f (*)  — * + 2(x  — rt)\/x  — à -+- 

O 

2(x  — <i)  fx  — a)‘ 


f"(x)  — 2 y^x  — 6 -f* 

3 


/•» 


\jx — b 4v/(x — à)3 

3 (x  — 0 ) 3 ( x — «V 


y/x-^-è  2^(x — b Y 8\/{x — b }‘ 

L’hypothèse  x = b donne 

f{x)  = b,  /'(x)  = oc,  /"(*)  = »»•••> 
d’où  résulte  le  développement 

b + h [b  h — a)*  ^ h — b (b‘ — %ab  4-«3) A* 

-+-  2 ( è — a)  h'  -f ■ h\ 

L’hypothèse  x = a donne 


/(*)  = «,  /'(*)  = 1, /"(*)  = « — *./*(*)  = 


et 


+ — b — a h IP  — A 4-  /<3 


2 y1  a — è 


h i — ■ ■ -*  -f-  . . » . 

8 >J{a  — è)3 

79  Le  développement  de  f (x  ■+■  h)  pour  x — a s’ob- 
tient en  formant,  d’après  la  fonction  f (x) , les  dérivées 
successives  f (x) , f"  (x) dans  lesquelles  on  substitue 
ensuite  a au  lieu  de  x.  Alors,  s’il  arrive  que  toutes  ces 
fonctions  deviennent  infinies , on  en  conclura  que  le  déve- 
loppement général  est  en  défaut,  c’est-à-dire  que  la  fonc- 
tion /(*+  h)  ne  peut  se  développer  suivant  des  puissances 
entières  et  positives  de  h.  Si  ces  fonctions  ne  deviennent  infi- 
nies qu’à  partir  de  la  dérivée  J (xÿ"} , la  formule  de  Taylor 
ne  devient  fautive  que  depuis  le  terme  qui  contient  cette 

7- 
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dérivée,  et  1 on  peut  l’employer  à la  recherche  des  termes 
qui  précédent  celui-ci. 

Pour  obtenir  la  vraie  forme  du  développement  de 
I (x  - h fi)  dans  tous  les  cas  où  une  valeur  particulière  a 
de  x met  en  défaut  la  série  de  Taylor,  on  fera  x = a -+-  h 
dans  la  fonction  proposée  y (x)  •,  puis  on  développera  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  /i,  par  les  règles  ordi- 
naires ou  d'après  les  séries  connues. 

.Soit 

f(  x)  = ?.  «x  — x'1  -t-  a v'x2  — a’-'. 


on  a 

/'(x)  = *(„-*)+ 

\j(a‘  - x‘) 

Faisant  x = n,  il  vient 


f(x)  = a7,  f'(x)  = oo, 


et  l’on  peut  conclure,  d’après  les  principes  précédents  , que 
f"{x) , J (x) ,...  seront  continuellement  infinies.  La  for- 
mule de  Taylor  se  trouvera  donc  en  défaut  dès  le  second 
terme  ;ainsi  le  vrai  développement  de  f{u  -4-  h)  devra  con- 

r 

tenir  un  terme  de  la  forme  A W . - étant  entre  o et  t . En 

7 

ellèt,  la  substitution  de  a -t-  h , à la  place  de  x dans  la 
fonction  proposée , donne 


f\a  - )-  h)  — 7,  a {a  -t-  h)  — (a  -4-  h )2  a \/(  a -t-  h )’  — a 2 
=r  a1  — h‘  -t-  a y h y 2 a -t-  h, 


ou 


/ — — a — (i  — 

a 4-  h ) = a*  4-  a \ 7.  a . h 2 H = // 2 — h7 h 2 

7^70 


Pour 


on  trouve 


/(.r)  = c -4-  (x  — b)  \jx  — n, 
3x  — 2 a — b 


/'(*)  = 


?.  y x — ti 
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cette  dérivée  devient  infinie  lorsque  *c=. a;  donc  les  déri- 
vées subséquentes  J"(x),f"(x),...  seront  pareillement 
infinies  pour  x = a , et  le  développement  de  J (a  -+-  h)  doit 
avoir  un  terme  où  h porte  un  exposant  compris  entre  o 
et  i.  En  effet,  substituant  u-\~h.  au  lieu  de  dans  la 

fonction  proposée,  il  vient 

•f( n -f-  h ) = c ■+■  (a  -h  h — b ) y'Â, 

OU 

f[a+h)  — c + (ja  — b)  h*- 1- //’. 

Si  l'on  a 

f{x)  ~ c -f-  x ( x — -b)  \J[x  — a y, 

il  en  résulte 

/'(x)  = i -I-  )/(x  — fl)3  -4-  ^ (x  — b)  v/x  — a, 

/"(x)  = 3 

4 ^ x — a 

la  supposition  x = a donne 

f(x)  = c+a,  /'(*)=i,  /”(x)—x>. 

Les  dérivées  suivantes  f"'  (x) seront  toutes  infinies,  et 
la  formule  de  Taylor  se  trouvera  défectueuse  dès  le  troi- 
sième terme.  Il  y aura  donc,  dans  le  vrai  développement 
de  fia  -f-  h) , un  terme  où  h portera  un  exposant  compris 
entre  i et  i.  C'est  ce  que  vérifie  la  substitution  de  a -P  h à 
la  place  dex,  dans  la  fonction  proposée.  c?tr 

2.  — 

f (a  -t-  h)  — c -f-  « h -t-  («  — b)  h'  — t-  // 2 . 

On  verra  de  même  qui?  la  fonction 

/(x)  = + nj* 

met  la  série  de  Taylor  en  défaut,  à partir  du  troisième 
terme , lorsque  .r  = a , et  que  le  vrai  développement  de 
f in  -j-  h)  renferme  un  terme  où  h est  affecté  d'un  exposant 
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;>■  i et  < 2 , car  on  a 

3 | t | 

fia  4-/<)  = \/a  -j-  h 4-  \fà'  = V«  4-  -h  + h1  — _~y=  4’ 

2V"  “V" 

La  fonction 

« 

devenant  infinie  pour  a.-  = a , on  en  conclut  que  ses  déri- 
vées le  seront  aussi  pour  la  même  valeur,  et  que  le  vrai 
développement  de  /(a-f-/i)  contiendra  un  terme  de  la 
forme  A lrm.  On  trouve  ell'ectivement 


f{a  -+-  h)  -+-  A — 


U 4-  4- 


La  quantité  — — devient  pareillement  infinie  lorsque 

x — a;  d’où  il  suit  que  le  développement  de  *~j~  coin- 
mencera  encore  par  un  terme  de  la  forme  A /i~mj  il  est 

a*  A-1  -|-  a a -+-  A. 

Soit  enfin 
on  en  déduit 

A 5 A 

f'{x)  — 3jt!  H-  (x  — «}’  -t-  -(*  — 6)  (x  — a)1 , 


f"{x)—  6x  4-  5(x  — «)’  4-  ~^(x  — A)  (x  — a)1 , 


45, 


/"(*)  = 6 + J (*-«)* 


l5(x  — b ) 

8^(*  — d j 


Cette  dernière  expression  devient  x pour  x — a,  et  les 
précédentes  donnent  chacune  une  valeur  finie.  Ainsi  la 
formule  de  Taylor  peut  s’appliquer  au  calcul  des  trois  pre- 
miers termes  du  développement  de  f(a  4-  A) , mais  le  qua- 
trième terme  renfermera  une  puissance  de  h comprise 
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cnire  a et  3.  Eu  ell’et , si  l’on  remplace  x par  a -I-  h dans  la 
fonction  donnée,  il  vient 


(n-f- A)3+(a-t-/i — b)h'  z=  a3  -+-  3 a7  h -h  à a h 7 -t-  ( a — b)h7-\- h7  -f-  h 7 


(•+*) 


Limites  des  quantités 

L(l  + l)  (l  +X;1" — I 

, 

X X 


et 


sin  x 

x 


80.  Si  l'on  suppose  que  dans  la  fonction  (i  -t-  x)*  la  va- 
riable x s’approche  indéfiniment  de  zéro  , la  fonction  elle- 
même  convergera  vers  sa  limite,  laquelle  se  présente  sous 
la  forme  indéterminée  i°°  quand  x est  parvenu  à zéro.  De 
même 

L(i-f-x)  (x-l-x)"  — i sin  x 

XX  X 


prennent  la  forme  indéterminée  - à leurs  limites,  ou 
1 o 

lorsque  x — o.  Cependant  ces  quatre  fonctions  ont  des  li- 
mites certaines  et  fixes,  et  comme  nous  aurons  bientôt 
besoin  de  les  connaître , nous  allons  les  déterminer. 

Posons  - = mi  il  viendra 

x 


(,+*)**  (f'  + l)’, 

et  l’on  voit  que  chercher  la  limite  de  (i  -f-  x )*,  lorsque  .r 

tend  vers  o , c’est  chercher  la  limite  de  f 1 — f j quand  m 

croit  indéfiniment.  Examinons  d’abord  le  cas  où  m est  un 
nombre  entier  positif  toujours  croissant.  Nous  développe - 

mus  i H ] , suivant  la  formule  ordinaire  du  binôme, 

' ni  / 
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ce  qui  donnera 

lA"  m i m ( m — i 

i + — ) = l H -H 

m I 1 m 1.2 

m ni  — i ) . . . ( m — n -+-  ■ ) i 

— i . L h. . . 

i . 2 ... n m" 


Le  second  membre  est  composé  de  m -4-  i termes,  tous  po- 
sitifs, et  l’écrivant  sous  une  autre  forme,  on  a 


('-j)  (■-=■)  ('~s) 


1.2.3 


^(l+i;)  -,+l' 
1 


Il  est  visible  que  chaque  terme  du  second  membre  de  cette 
équation,  excepté  les  deux  premiers,  augmente  en  même 
temps  que  m ; que  le  nombre  de  ces  termes  augmente  aussi 


croit  a mesure 


/ 1 ’ 

avec  m , et  que,  par  conséquent , ( i -+-  — j 

que  m devient  plus  grand.  Toutefois  la  valeur  de  cette  fonc- 
tion ne  pourra  jamais  atteindre  celle  de 


, ii  i 

2)  e=i+H 1 

12  1.2.3  1.2.../1 

car  les  numérateurs  des  fractions  qui  entrent  dans  le  se- 
cond membre  de  l’équation  (î)  étant  au-dessous  de  l’unité, 
ces  fractions  sont  moindres  que  les  fractions  correspon- 
dantes de  la  série  (2).  Mais  comme  elles  approchent  indé- 
finiment de  celles-ci  à mesure  que  m croit,  la  somme  des  n 
premiers  termes  du  développement  (1)  peut  différer  aussi 
peu  qu’on  voudra  de  la  somme  des  n premiers  termes  de  la 
série  (2),  quelque  grand  que  soit  n.  Or  la  différence  entre 
ces  n derniers  termes  et  la  quantité  e peut  devenir  plus  pe- 
tite que  toute  grandeur  donnée.  Donc  il  en  est  de  même 
de.  celle  qui  existe  entre  e et  la  somme  des  n premiers 
termes  du  développement  (i) , et,  à plus  forte  raison  , de  la 
diflérence  qui  existe  entre  r,  et  le  développement  (1)  tout 
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entier,  ou  ( i -+-  — I ■ Ainsi  cette  fonction  tend  vers  la  li- 
\ '»/ 

mite  e lorsque  m croit  indéfiniment  en  restant  toujours 
entier. 

Attribuons  maintenant  à m des  valeurs  positives  non 
entières,  et  soit  m = -+-  £,  e étant  une  quantité  positive 

plus  petite  que  l'unité.  Alors  -J-  —'j  pourra  s’écrire 

Cette  quantité  deviendra , par  double  raison  , plus  grande , 
si  l’on  diminue  le  dénominateur  B + :,e  t si  l’on  augmente 
l’exposant  //  + £.  Elle  deviendra  plus  petite,  si  l’on  fait  le 
contraire.  Ainsi  elle  est 


<K)~  -'>(,  + rh)V 

Or  ces  deux  grandeurs  sont  respectivement  égales  à 

h^r. 


(,+0"(,+i)  et 


(i+—) 

\ n - t-  « / 


et,  sous  cette  dernière  forme , l’on  voit  évidemment  quelles 
tcudent  l’une  et  l’autre  vers  la  limite  e,  puisque  n est  un 

nombre  entier  positif,  et  qu’en  outre  le  facteur  1 -+-  - et  le 

diviseur  i H — tendent  vers  l’unité  à mesure  que  n aug- 

n ■+■  i 

mente. 

•s»  I. 

Donc  aussi  la  quantité  intermédiaire  ^ i H-  — — - J 

tend  vers  e , lors  même  que  n - 1-  e reste  fractionnaire  en 
croissant  indéfiniment. 

D’après  la  relation  ' = m , .»  est  positif  en  même  temps 
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que  m \ et  il  résulte  de  la  discussion  précédente  que  la  fonc- 


tion (i  -f-  jc)x  tendra  vers  la  limite  e,  toutes  les  fois  que  cr, 
supposé  positif,  convergera  vers  zéro. 

Admettons  enfin  que  x devienne  négatif.  Alors 

soit  i+x=  — - 1 x désignant  une  quantité  positive  con- 
vergeant vers  zéro.  Cette  égalité  donne 


i -+-  a 


d'où  résulte 


(t-|-*)*=(H-a)  “ =(i  + «)“(i+«). 

Mais,  puisque  x est  positif  et  tend  vers  zéro,  le  facteur 

I 

(i  -+-  a)K  converge  vers  e ; et  l’autre  facteur  i -4-  x converge 

I 

en  même  temps  vers  l’unité.  Donc  la  limite  de  (t  -+-  x)x  est 
encore  « lorsque  x est  négatif. 

81.  Cette  limite  conduit  immédiatement  à celle  de  la 
fonction — '-•>  dans  laquelle  l’initiale  1,  désigne  un  lo- 

garithme pris  dans  un  système  quelconque.  En  ellet,  on  a 


donc 

i«) 


— 1 ^ ^ L ( î -t-  x)  = L (i  -t-  x ’f  : 


lim  L ^ + 1 ■ = lim  L ( i -+-  x )x  • 


Or,  on  vient  de  voir  que  (i  ■+■  x)x  converge  vers  la  limite  e 
lorsque  x converge  vers  zéro  ; il  est  clair  qu’en  même  temps 

i, 

L (t  -+-.r)*  converge  vers  Le,  qui  devient  donc  la  limite  de 
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L(i  + x)i5  d’où 

I 

. lira L(i  -+■  x)x  = Le. 

Ainsi,  à cause  de  l’équation  (a),  on  aura 

lim  HÜül  — Le. 

X 

S’il  s’agissait  de  logarithmes  ayant  pour  base  e,  ou  népé- 
riens, et  que  nous  désignerons  ^ar  /,  on  aurait 
Z(i  -+-  x) 


lim 


■ = le  = 1 . 


Soit  a la  base  du  système  de  logarithmes  désignés  par  L , 
on  a l’équation  évidente 

a^s  = e,  d’où  te  z=  Le  la, 

en  prenant  les  logarithmes  népériens  des  deux  membres.  Or 
le  = 1 ; donc  Le/n  = i, 
et , par  conséquent , 


Ainsi , 


Lc  = ât 


,.  L(i-t-x)  I 

lim = — • 

x In 


La  quantité  Le,  ou  son  égale  se  nomme  le  module, 

et  nous  la  désignerons  parm.  Elle  sert  à passer  du  système 
de  logarithmes  népériens  à un  autre  système  quelconque 
de  logarithmes.  11  suffit,  pour  cela,  de  multiplier  les  loga- 
rithmes népériens  par  le  module  relatif  au  nouveau  sys- 
tème. En  effet,  on  a l’équation 


et,  prenant  le  logarithme  de  chaque  membre  dans  le  sys- 
tème dont  a est  la  hase  , il  vient 


L n lu  L e ss  — • hr—  m In  ■ 
la 
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Les  logarithmes  de  Briggs , ou  tabulaires  , soirl  ceux  où 
la  base  a = 10;  le  module  est  alors 

= 0,4342945.  • 

82.  Cherchons  maintenant  la  limite  de  la  fonction 

( I -+-  X )* I 

X 

Faisons 

(1  + x)m — I = st, 

a étant  supposé  devenir  infiniment  petit  avec  .r  , et  nul 
avec  x.  Nous  aurons 

( 1 -I-  * )■  = 1 -t-  a ; 

puis,  prenant  les  logarithmes  népériens  des  deux  membres 
ml(  1 -f-  x)  = l ( 1 -+-  a)  ; 


d’où 

Or,  d’après  ce  qui  précède,  les  quantités 

/(«-*-«)  /(!+*) 

9 « 

a x * 

tendent  l’une  et  l’autre  vers  l’unité,  lorsque  a et  ,r  tendent 
vers  zéro;  nous  pouvons  donc  écrire 

= , + 'ii±£i  = 1+,, 

7.  X 

j5  et  y désignant  des  grandeurs  qui  diminuent  indéfiniment 
avec  « et  x.  Ces  deux  dernières  équations  donnent 

/ (1  + a) « 1 4- 

/(l  -|-  x)  x I -f-  7 

Donc,  à cause  de  l’équation  (è),  il  viendra 

a I — t—  6 1+7  a 

. m = —c , ou  m ■ — = - : 

x 1 -f-  7 1 4-  p x 

et,  passant  aux  limites, 

* a ,.  1 

m =:  lim  — =r  1(11)  • 
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83.  On  déduit  de  là  un  moyen  de  déterminer  immédia- 
tement la  dérivée  et  la  différentielle  de  y = x"1,  m étant 
une  constante.  En  effet,  on  a successivement  : 


Syzx[x-\-Sx)m — ^ — .r", 


1 i 

% 

II 

£ 

f 3x\  * 

» H -i  i 

i * / 1 

(•+-)’- 

ôy  \ x ' 

/ Sx\m 

' V + T) 

Sx  Sx 

Sx 

x 

Si  l’on  passe  aux  limites  en  observant  que  dx  et  dy  sont 
celles  des  quantités  dx  et  dy  qu’on  suppose  tendre  l’une 
et  1 autre  vers  zéro , taudis  que  m est  celle  du  facteur 

(,+ 

i 

S 

Sx 

il  viendra 

x 

dy 

— — r = inx"-', 
dx 

d’où  dy  — mxm~  ' dx  ; 

ce  qui  est  une  nouvelle  démonstration  de  la  règle  (38). 

84.  Enfin , proposons-nous  de  trouver  la  limite  du  rap- 
port — Nous  observerons  d’abord  que  sin  x est  plus 

petit  que  l’arc  x,  puisque  celui-ci  est  plus  grand  que  la 
corde  qui  le  sous-tend  , laquelle  est  elle-même  plus  grande 
que  sin  x.  L’arc  , à son  tour,  est  plus  petit  que  sa  tan- 
gente; car  le  triangle  formé  par  la  tangente,  la  sécante  et 
le  rayon  /’,  a pour  mesure  -j  r taug  x , tandis  que  le  secteur 
circulaire  correspondant  a pour  mesure  j rx.  Or,  ce  secteur 
étant  contenu  dans  le  triangle  précédent,  est  plus  petit  que 
ce  dernier;  donc  x tangx. 
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Cela  posé,  l’équation 

sin  x 

— cos  x 

tangx 

fait  voir  que  le  rapport  du  sinus  d’un  arc  à sa  tangente  con- 
verge vers  l’unité  à mesure  que  l’arc  décroît , car  cos  o =1 . 
Mais,  puisque  arc  x <f  tangx  et  ^>sinx’,  à fortiori  le 
rapport  du  sinus  d’un  arc  à cet  arc  lui-même  tend  vers 
l’unité,  et  l’on  peut  conclure  qu’à  la  limite,  c’est-à-dire 
dans  le  cas  d’un  arc  évanouissant, 

sin  x 
x 


Différentiation  des  fonctions  transcendantes  simples. 
85.  Différentielle  de  la  fonction  y — a* . — On  a 


. x-f-  Sx  x . 

oy  — a — « , o y 

Faisons 


xl  Sx  \ S y ax  / Sx  \ 

V 3x~Sx\" 


a°  z=  i -f-  a, 


a tendant  vers  zéro  avec  Sx\  il  vient 

n'^z  — i = a,  Sx  = L(l  -+-  a)  ; 
d’où  il  résulte 


<•*<*■ a1  ..  _ r. 

tîx  L(l-t-a)  LÇl-t-a)5  ' Sx  (lx  Le  ’ 

a 

et , enfin  , 

dy  ■=  a1  la  dx. 

Ainsi,  la  différentielle  d’une  fonction  exponentielle  est 
égale  à cette  fonction , multipliée  par  le  logarithme  né- 
périen de  la  base  et  par  la  différentielle  de  l’exposant. 

L’équation  y = ex  donnera  dy  — e1  le  dx  = ex  dx , puis- 
que le  ==  i . 
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De  même , 


i 


Pour 


donneront  respectivement 


dy  rr — e*  dx  , 
dy  — — e~*dx , 

dy  — e- 1 dx. 


on  posera 


i 


d’où  dz  = - 


dx 

x- 


dy  — e'  dz\ 


enfin  , 


X 


86.  Différentielle  de  y — Lx.  — On  a 

3y=zL(x-+-Sx) — L x = L X ■>  £/ = L ^i-t- — j • 

Posons 

Sx  , , 

— = a,  d ou  Sx  ~ xx. 


a étant  une  quantité  qui  diminue  indéfiniment  avec  dor,  et 
qui  s’annule  avec  âx]  il  vieudra 


3 y — L ( i + a ) , 


3y L (î -t-  a) iL(i+«) 

Sx  ax  x a 


lira  —■ 
dx 


dy 

dx 


i , , dx  i 

-Le  et  dy  = Le  — =. 
x x la  x 


dx 


ou  enfin , 


dy  = m 


dx 

X 


Donc  la  différentielle  du  logarithme  d’une  variable  est 
égale  au  produit  du  module  par  la  différentielle  de  cette 
variable  divisée  par  la  variable  elle-même. 
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Celte  règle  pourrait  se  déduire  de  celle  du  paragraphe 
précédent.  Supposant,  en  effet,  que  a soit  la  base  du 
système  de  logarithmes  désignés  par  L,  l’équation  y — hx 
revient  h x — ar.  Ainsi , d’après  ce  paragraphe,  on  aura 

ilx  = a?  la  dy  ; 

d’où  l’on  déduit 

dx  dx 
a ' la  x la 

à cause  de  a’  — x ; donc 

i dx  dx 

la  x x 


S’il  s’agit  de  logarithmes  népériens,  ou  de  l’équation 
y = /j",  alors 

m = le  — i , 

et  l’on  aura 


87.  Quelle  que  soit  la  fonction  y,  on  ay  = e,v,  puis 

dy  = dr  d (/y),  dy  — y d(ly)-, 

d’où  l’on  voit  que  la  différentielle  d'une  fonction  quel- 
conque peut  s’obtenir  en  multipliant  cette  fonction  par 
la  différentielle  de  son  logarithme  népérien.  Ce  procédé 
facilite  souvent  la  différentiation,  et,  comme  il  est  une 
conséquence  de  la  règle  (85),  qu’on  a démontrée  d’une  ma- 
nière directe , il  peut  servir  lui-mème  pour  démontrer  de 
nouveau  des  règles  antérieures. 

Soit 

i°.  y = utv , 

les  facteurs  u , t , v étant  des  variables  quelconques  ; on  aura 

dy  -xzulv.dl(utv)-,  or  ! (utv)  — lu -y  It -y  Iv , 

n i \ il.  , . ■ du  dt  dv 

dl  ( utv  ) = d ( lu  -y  lt  -y  Iv  ) — 1 1 ; 

« t v ’ 
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donc 

dy  = utv 

et,  définitivement, 

dy  = tv  du  +-  mp  dt  -+-  ut  dv  ; 


ce  qui  est  la  règle  (3-4). 


î°, 

y — xm,  dy  — xm  dix"1. 

Mais 

dx 

dlxm  z=  dmlx  ■=.  m dix  — m — 

X 

donc 

m dx 

dxm  — .r"  = m xm~‘  dx , 

X 

conformément  à la  règle  ( 38  ) . 


Différentielles  des  fonctions  trigonomètriques . 

88.  Nous  supposerons,  pour  plus  de  simplicité , le  rayon 
égal  à l’unité.  Soit 

J = sine; 


X -4-  d y 

2 

Or  on  sait  qu’en  général 

sin  ( a -f-  b)  — sin  ( a — b ) = 2 sin  b cos  a ; 


donc 

= sin  ! x -+-  Sx  ) 

' . . Sx  ( 

Sx\ 

S y ■ 

sin  x = a sin  — cos 
2 \ 

• 

d’où 

Sy 

. Sx 
2 sin  — 

. Sx 

, „ sin  — 

» 

2 

( Sx  \ 2 

l Sx\ 

=:  COS  ! 

H 1 = — r — cos 

( x H )• 

Sx 

Sx 

\ a / 

• 2 

V 2 / 

* 

8 

Sy  — sin  (.r  -+-  5jt)  — sin.r. 


— — b,  d’où  a + b = x -+~  Sx , a — b — x. 
2 


i°. 

on  aura 

Posons 

Sx 


* 
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Passons  maintenant  aux  limites,  en  faisant  ox  = o;  on  a 
vu  qu’alors 

. Sx 


il  viendra  donc 
dy 

~r  = cosx , 
dx 


dy 


cos  x dx , ou  d sin  x = cos  x dx , 


c'est-à-dire  que  la  dérivée  du  sinus  d’un  arc  est  égale  au 
cosinus,  et  que  la  différentielle  du  sinus  d'un  arc  est  égale 
au  cosinus  de  cet  arc  , multiplié,  par  la  différentielle  de 
l’arc. 

an.  y — cos  x ; 

on  a , en  général , 

cos’x +•  sin’x  — i , d’où  2 cosx  dcosx  4-  2 sin  x dsin  x = o , 
cos  x d cos  x =-  — sin  x cos  x 


et 


d cos  x = 


sin  x cosx 


dx  — sin  x dx  ; 


donc  la  différentielle  du  cosinus  d’un  arc  s’obtient  en 
multipliant  le  sinus  pris  arec  un  signe  contraire  par  la 
différentielle  de  l’arc.  On  peut  encore  parvenir  à ce  ré- 
sultat en  observant  que 


cos  x = sin 


(M 


d’où  il  résulte  que 

t 

d cosx  — d sin  ^ — x ) = ros  ( ^ — x j d | ^ — x \ = — sin  x dx. 

Enfin,  il  eût  été  facile  de  calculer  directement  la  différen- 
tielle de  cos.r  par  le  même  procédé  qui  nous  a fait  décou- 
vrir celle  de  sin  x. 
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3°.  y = tang  x ; 


on  sait  que 
d’où 


tang  x — 


sin  x 
cos  jr 


d tangx  = 


i x d sin  x — sin  x d cos  x cos3  x dx  -h  sin1  x tlx 


cos3  x 

dx  — séc  xdx. 


cos3  x 


Ainsi , la  différentielle  de  la  tangente  est  égale  au  carré 
de  la  sécante,  multiplié  par  la  différentielle  de  l'arc. 

4°- 


d cot  x = rf tang  ^ - — x j = 


. y ■=.  cotang  x ; 

i 


cos 


(;-x^ 


\2  / sin2 


— dx 

* 

X 


5". 

on  aura 


d cot  x — — coséc'  x dx. 
y = séc  x ; 


i - — d cos  x sin  x 

d séc  x — d = : = — dx , 

cos  x cos3  x cos3  x 

d séc  x = tang  x séc  x dx. 

6".  y — cosec  x ; 

sin  — x ) 

léc  x = d sec  ( - — x ) = T rf  ( - — x ) , 

u ’ -(;-*)  2 ; 


d coséc 


— cosx  , 

d cosec  x = — ; dx  — — cotang  x cosec  x dx. 

sin’  x 


Différentiation  des  fonctions  circulaires. 

89.  L’équation 

(0  Jr  =/(*)»  • 

résolue  par  rapport  à x,  donne 
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n£ 

(2  * = ?(y)> 

et  la  fonction  <j>  (y)  est  dite  l’im'erse  de  la  fonction  f (x). 
Les  deux  équations  précédentes  sont  les  mêmes  , et  ne 
di lièrent , par  la  forme,  qu’en  ce  que,  dans  la  première  , la 
variable  indépendante  est  x,  et  que  x dans  la  seconde,  la 
variable  indépendante  est  y.  Or  on  a,  entre  ces  variables, 
la  relation  | (63),  page  72], 

dy  _ J_, 

dx  dx 
dy 

_ ; . • 

dx  tiiz)' 

dy 

Ce  qui  montre  que  la  dérivée  d’une  fonction  est  égale  à 
l’unité,  divisée  par  la  dérivée  de  la  fonction  inverse. 

Cela  posé,  soit 

i°.  y = arc(sin  = x), 

dont  la  fonction  inverse  est 


(3) 

d’où 


on  aura 


donc 


j = sin  / ; 
dy  1 


dx  cos  y , 

dx 


d arc  (sin  — x)  — 


Vi  — x1 

2”.  y = arc  ( tang  = x ) ; 

fonction  inverse, 


x = tang  y, 


dérivée  de 


tang  y = — - — = sec3  y ; 
cos3  y 


0 
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donc 

dr 


, = COS1  Y — — ; 2=  7 

dx  sec1  y 1 •+■  x1 


et 

3". 

l’inverse  est 
et  dérivée  de 
ainsi , 


d arc  ( tang  — x)  ■= 


dx 


y = arc  ( séc  = x)  ; 

x = sec  y, 
séc  y = tang  y séc  y 


donc 


dy  1 1 

dx  — tang.r  scc_y  — x _ , 

dx 


d arc  (séc  = x)  — 


• v^x1  — 1 


On  obtiendrait  de  la  même  manière  les  diilërenliellcs 
des  trois  fonctions 

arc  (cos  = x),  arc(cot  = x),  arc(coséc=  x); 

mais  011  peut  aussi  les  déduire  directement  des  trois  précé- 
dentes, ainsi  qu'il  suit  : 

4°.  y = arc  (cos  = x). 

Soit  z l’arc  complément  de  l’arc  y,  en  sorte  que 


il  viendra 

et 

Or, 


y + ‘ = 


dy  4-  dz  = o, 

2 = arc  (sin  — x). 


,u  — ,lj: 

\!  1 — x1 
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il  Y = — dz  — 


dx 


y/ 1 — x1 

y — arc  (cot  = x),  z = arc  ( tang  = x; , 
^ dx  i dx 


i -+-  x1  ' i -f-  x" 

j x=  arc  (coséc  = x),  z — arc  (sec  = x), 

dx  dx 

y/x3  — i x \Jx 3 — i 


dz  = — 


Comme  il  arrive  fréquemment  qu’un  arc  est  donné  par 
son  sinus,  son  cosinus  et  sa  tangente,  il  faudra  se  rappeler 
que, 

i°.  La  différentielle  d’un  arc  exprimé  par  son  sinus  est 
la  dillérentielle  du  sinus  divisée  par  le  cosinus;  2°  celle  de 
l’arc  exprimé  par  son  cosinus  est  la  différentielle  du  co- 
sinus prise  en  signe  contraire  , divisée  par  le  sinus;  3°  en- 
fin, la  différentielle  de  l’arc  donné  par  sa  tangente  est 
égale  à celle  de  la  tangente  divisée  par  le  carré  de  la 
sécante. 

Si  l'on  suppose  que  le  rayon,  au  lieu  d’ètre  l’unité,  soit 
quelconque,  il  faudra  rendre  les  formules  précédentes  ho- 
mogènes. Ainsi , pour  le  rayon  r,  les  fonctions 

sinx,  cosx,  tangx,  cotx,  arc(sin=x),  arc(cos  = x), 


ont 


cos  x dx 


arc(tang  = x),  arc  (cot  = x),. 

r 3 dx  — r 3 dx 


r dx 


— sin  xdx 
r 

— r dx 


cos'  x 
r3  dx 


■ X3 


sin'  x 
— r‘  dx 
•r3-(-  x3 


pour  leurs  différentielles  respectives. 


Usage  < les  règles  précédent  es . 

90.  Les  différentielles  élémentaires  qu’on  vient  de  cal- 
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culer  (88 , 89)  fournissent  le  moyen  de  parvenir  aux  dillié- 
rentielles  des  expressions  les  plus  compliquées , en  ramenant 
celles-ci,  par  des  équations  auxiliaires,  à n’étre  composées 
que  de  fonctions  simples.  L’emploi  de  ces  équations  auxi- 
liaires devient  même  superflu  , ou  du  moins  peut  être 
abrégé , quand  on  a acquis  l’usage  du  calcul , et  que  la  fonc- 
tion proposée  n’est  pas  très-compliquée. 

C’est  ce  qu’on  va  voir  par  de  nombreux  exemples. 

Soit 


1°. 

u = ( Le  f ; 

on  fera 

lx  = z. 

d où 

u — z\ 

et 

du  — nzn~'  dz. 

Or 

dx 

dz  = dix  — — 

X 

donc 

* dx 

d ( Ix )"  = n (h:)'-' 


Si  l’on  veut  traiter  la  fonction  proposée  par  la  règle  des 
fonctions  de  fonctions  (41  ),  on  posera 

«=/(*),  s = <F  (■*),'  » ■ 


d’où 


du  dz 

du  — — — dx  ; 
dz  dx 


or 


et  l’on  arrive  à la  valeur  précédente  de  t/u. 

2°.  / ( lx  ). 

Posant 

lx  — zr 


■* 
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on  aura 


doi 


il  — Izt  du  — — y dz  = d[lx)  = — 5 

Z X 


du  = 


dx 
x Ix 


3U.  il  — sin  vit , du  = cos  mz  rf  (i»z)  — /»  cos  nu  dz  ; 
d cos  tnz  = — m sin  mz  dz. 


4°. 


« s=  tan  g x = 


sin  x 
cos  x 


Soit 

d’où 

(0 


(a)  sinx=f,  (è)  cosx  = z, 


u = F(f,  z),  t=/(x),  z = f(x). 


Ainsi,  d’après  la  règle  des  fonctions  composées  (43),  on 
aura 


'(d) 


. du  , du  . 
du  = — dt  H — — dz. 
dt  dz 


Or  l’équation  (c)  donne 


du  î 


i du  — t — sin  x 

• > 


de  Z COS  x dz  Z 3 COS'  X 

et  les  équations  (a),  (ù)  donnent 

rff  = cos  xrfx,  dz  — — sin  x </x . 

Substituant  toutes  ces  valeurs  dans  l’équation  (d) , on  aura 

sin’  x cos'  x -+-  sin'  x . i 

««  = dx  H dx  — dx  — dx , 

cos’  x cos’  x cos’  x 

ainsi  qu’on  devait  s’y  attendre. 

5°.  u — l sin  x. 

Soit 


sin  x = z. 


9 
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d’où 

U = iz,  • 


puis 

Mais 
ainsi . 


du  = — • 
• z 


dz  — d sin  x — cos  j.  dx  ; 


, . cos  xdx 

dl  sin  x — — : ~ cot  xdx. 


On  trouvera , de  même , 

d . / cos  x = — tang  x dx. 

dx 

6°.  u = sin  Ix,  Ix  — z , dz=x — j « = sinz, 

x 


On  verra  que 
donne 


T- 

On  fera 


du  = cos  z dz  = cos  ix  — ■ 

X 


U — COS  ix 


. ■ . d* 

du  = — sin  Ix  — • 
x 


h = sm  x cos  x . 


d’où 

et 


Mais 


et 

donc 


sinx=^,  cosx  = z, 


u = yz, 


du  = 


du 

Ty 


dy  -4- 


du 

dz 


dz. 


du 

dy 


Z — COS  X , 


du 

— — y — sin  x , 

dz 


dy  — cos  x dx , dz  — — sin  x dx  ; 
du  — ( cos’  x — sin’  x ) dx , 
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résultat  qu’on  aurait  pu  obtenir  immédiatement  de  la  fonc- 
tion proposée,  en  observant  qu’elle  donne 

du  — sin  xd  cos  x + cos  xd  sin  x. 


8".  « = cos1#  -t-  sin’ a;.  , 

Soit 

cos  x = y,  sin-r=:2, 

d’où 

du  du 

u=y'+z2,  yx=v(x),  *==+(x),  du  = — dy  -+•  — dz. 
Or, 

du  du 

— = 2 r = 2 cos  x , —=22—2  SII1  r, 

«r  «s  « 

— — sin  x dx , dz  — cos  x dx  ; 

donc 


du  = rf(cos’x  -t-  sin’x)  = 2 cos  j;  sin  x dx  — "2  sin  x cos  x dx  = o. 
<)'* . u — xlx , /x  — y,  u = xj)',  du  — x dy  -H  y dx , 


don 


ou 


dy  - dix  = — ; 

x 


du  = dx  -f-  Ix  dx , 
d ( xlx  ) = ( I -+-  Ix  ) dx . 


x" 


1 n°.  u — — — x"  (•—*,  du  “ x"  de~ * -4-  e~’  dx° 


Mais 


de  1 ~ — e~x  dx , dx"  — ax"~'  dx  ; 


donc 

du  xx  — x"  e~J  dx  ac 
II".  u = cosx 


ta  — x\  . 

-*  j--'  dx  = x"-'  1 — J dx. 


Soit 

d’où 


cos  x — z,  sin  x — v , 


du 


du 


u = 2-,  — = vz”-' , — — z’h, 

riz  (IV 


f 
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et 

dz  = — sin  x dx , dv  — cos  x dx  ; 
donc  la  formule 

«à 

du  du 

du  = — dz  H — — dv 
‘ dz  dv 

donnera 

du  — cos  x si“ 1 cos  x l cos  x dx  — cos  x 5in  1-1  sin’  x dx , 


d ( cos  x5in')  = cos  x,inl  I cosx  l cos  x — 


inx 


cos  x 


)dx. 


du  , du 

12°.  U=y*—xr=  o,  — = y* ly  — yx*~' , — = xyx~  - 
dx  dy 


et 


donnera 


du 

dy  dx 

dx  du 

dy 


dy  _ _ y*  ly  — yxr-<  _ yxJ~'  — y*  ly  _ 
dx  xyx~ 1 — xJ  Ix  xyx~'  — xr  Ix 

u — arc  ( tang  = - \ , 

\ y)  • 

x et  y étant  deux  variables  indépendantes.  Soit 


1 3°. 


d’où 

Or, 

donc 


u = arc  ( tang  = z),  du 
ydx  — xdy 


dz 


dz 

i + *’  ' 

ydx  — xdy 


du 


y ’ 


xr 

i -+-  — 

y 


ydx  — xdy 
y'  ■+■  x! 


x.1  Ix, 
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On  peut  aussi  poser 

/•  / » • du  du 

u = /(x,  y),  du  = — d.v  ■+-  — dy, 
dx  dy 

m 

et , au  moyen  des  expressions  de  — « — , on  retrouvera  la 

dx  dy 

.valeur  précédente  de  du. 

i4°-  « = x‘ 

donnera 

du  — - x*  Ixdx  -+-  x x1-'  dx  = x*  ( i -+-  Ix)  dx. 
i5°.  u — lx*. 

Soit 


d’où 


il  — Iz,  du 


dz 


Or, 

donc 


dz  — dx * = x*  ( I -f-  lx)  dx  ; 

du  = d(lx*)=^l = -H  lx  ) dx. 

l6°.  U'Gzl^lx*),  Xx  = Z,  U—lll,  du  = — ^ i 

zlz 

dz  — dx * — x1  ( 1 4-  lx  ) dx , zlz  = x*  lx*,  du  — . 

lx* 

«7°-  u — z', 

z et  f étant  variables  indépendantes;  on  a 


Or, 


don».. 


u =f(z,  t) , </«  = --  dz  -+-  ~ dt. 

dz  dt 


du  du 

Tz=tl  ’ 


d (*'  ) — tz‘~'  dz  -+-  z1  Iz  dt  — z'  j t — h Iz  dl  j • 
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On  facilite  souvent  la  différentiation  par  l’emploi  des 
logarithmes  ,'ou  de  la  règle  (87).  Ici , on  a de  suite, 


du  = z'  dlz'. 


Or, 


dz 


d(lz')  = d(tlz)  = tdlz  Iz  dt  — t \-hdt\ 


d’où  résulte  la  valeur  précédente  de  du. 


18°. 

mais 

donc 

190. 

Soit 

d’où 


u = ab  , du  = ab  d lab  ; 


d la  b — db‘  la  — la  db‘  = la  b‘  Ib  dz  ; 


du  — ab  ta  I b b!  dz. 


t’  = y, 


du 


du 


u = zr,  — = yzt~',  — = zr  Iz, 


et  la  formule 


du  du  j 

du  = — dz  -+-  — - dy 
dz  dy 


donnera 

du  = yzf—'  dz  z?  Iz  dy  = z?  ^y  — ■ -+-  Iz  dy  J ■ 
Or  l'équation  y = t'  donne 

1="". 

donc 


dv 


— rlt\ 


, dy  . dy  / dt\ 

dy=  ~ dt  4 -^-dv  — vf-'  dt  y-  r It  dv  — t Ut  dv  + v - \- 


dt  dv 

Substituant  cette  expression  de  dy  dans  la  valeur  précé- 
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dente  de  du.  et  mettant  t'  pour  y,  il  viendra  , enfin , 

J 

du— z*  j r- r lz  r | Itdv  -+-  v — ^ J 


/ dz 

— z r l h h it 


\ * 


du  lz 


dt\ 

viy 


20°.  « — «x™  -+-  b)"  ; 

on  a , sans  employer  d’équations  auxiliaires , 
du  — n( ax"~\~  b)d( ar"  -4-  b) , d ( a. r" H-  b)  = <7  (/.r"  — nmx"~ 1 dx ; 
donc 

du  — n ( ax*  -j-  b),  am.r d.r. 

OX 


y l — a~  .r’ 


On  trouve,  en  opérant  encore  immédiatement  sur  les  fonc- 
tions contenues  dans  l’expression  proposée. 


du  = cos  — d ( — - _ - j i 

y/  i — a2  x2  \y/i — d1  t'  J 


d- 


y i — a}  x7  ndx  — axd  y/i  — a}  x‘ 


i — a- x‘ 


, d(  \ — a’i1)  , , 

(/ y i — a,x,=z -r  i d(  i — a2 x2)  — — 7.a2  x dx. 

2 y i — a2  x2 

Donc,  en  substituant  chaque  expression  dans  l’expression 
qui  la  précède,  il  viendra 

a dx 

■ v’  ' - 


a2  x dx  ax 

dJ  I fl2  X2  — : — ’ ° ~ ~ 


y/ 1 — a' x1 


du  ~ cos  — — 


y ‘ — a .r  ^ _ <,..^7 
a dx 


\j  i — a1 


22°.  U — ! 


\Jd‘  -t-  x’  y'a*  -\-x 

! dz  a2  dx' 


(i  — a2x2Y 

.—Z,  dz  — 


a ‘ dx 


\j{a2  -t-  x2)2 


x ( a 2 x»  ) 


Digitized  by  Google 


DIFFÉRENTIATION  DES  QUANTITÉS  TRANSCENDANTES.  1 27 

■ “* 
au'  tane  — ; 

23°.  y—c 

u et  u étant  deux  fonctions  de  x,  variable  indépendante, 
“=/(■*)>  V=<p(r). 

O11  aura  successivement 


« 14 

««  -tang  / « a \ 

dy  = e “ " .d[au'.^-— 

( 'I“>  • rane  = tanS^7, d (**'  ) + au'd  **"8  ^r~r,  » 

U ’ 


U 7 «’  -|-  (<’ 

</ (au7)  — 1 au  du , d tane = 

1 b u7  - 4-  e> 


cos3 


tà)= 


tt3  -t-  e1 

( u3  + e3  ) . 2 u du  — u‘ d(  il7  -+-  v7 ) 


(a3-4-  e3)3 
d(u7  - 4-  e*)  = i{u  du  H-  a du). 

Portant  chaque  différentielle  dans  la  différentielle  précé- 
dente , on  aura 

u7  nuu(udu — udu) 


u7  -4-  v7 


u7  -+■  u7 


u7  2 uuivdu — udu) 

d tang  = • 

w H2  — 1—  O* 


' U 2 -4-  V * U 

( U * -t-  P5)*  COS* 


tr  4-  v* 


2 a I ta  ne  — - — - • udu  -f- 
b «’  -h  «’* 


rfj^.tang-^-;) 

u7  u [udu  — udu ) 

(« 


dy  = e 


«*  u ( v du  — udu  ) 

u‘  I ’ 

u7  -4-  u:  )3  cos3 I 

’ H7  -J-  U7  J 

ou’.Ung  — — — p ui  u7u(udu  — udu)  ~| 

1 H .2rtl  tane— ■•udu- 1 2 — I. 

“ + " ( u7  -4-  p’)’  dos3  t- — I 

• L N3  -4-  J 
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Si  l’on  met  dans  ce  résultat  pour  n , v,  du  , dv  leurs  valeurs 


. . df(x)  , d®(x)  , 

/(x)>  ?(x)i  —fa~dx>  dx  dX' 


tirées  des  équations 

rt=/(x),  <-  = Ÿ(.r), 

on  aura  la  difî’érentielle  de  y en  fonction  de  la  seule  va- 
riable x. 

Voici  d’autres  exemples  dont  il  sera  facile  d’effectuer  le 
calcul  d’après  ce  qui  précède  , et  dont  les  cinq  derniers  ont 
cela  de  remarquable,  que  les  différentielles , par  les  réduc- 
tions qu’elles  éprouvent,  sont  plus  simples  que  les  fonc- 
tions d'où  elles  dérivent  : 


n — rn 

dm"*  y/(  » -f  *)"  = _ „ cos  H-  > la  sinÿ/(  h + s)n.ü(b  + z)~  dZj 


d tang  , 


n cos1  y/(a’  — bzn )î 


d arc  ( sin  = i u sj  i — u1  ) = 


2 du 


y/ 1 — «* 


dl  (.r  + yi  -(-x1)  = 


dx 


V i + *’ 
/(xy/— i -f-  y/i  — x’)  dx 


f i — x 1 


dl 


dl  \ / V/ 1 x dx 

V y/ 1 x2  — x y/ 1 4-  x!  ’ 

V * -f-  •r  -f-  V i — x 


dx 


y/  i -+-  x — y/ 1 


x y/i  — . 


Différentielles  des  divers  ordres  des  fonctions 
transcen  dan  tes . 


91.  b .tant  proposée  une  fonction  quelconque  y =f(x), 
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on  peut  en  prendre  les  différentielles  successives,  et  alors 
elle  donnera  lieu  à une  suite  indéfinie  dç  différentielles  de 
divers  ordres  indiquées  par 

dyz=f'{x)dx,  d3y=/"{x)  dx3,  . . . , dn y =/(">  (x)  dx", 

lesquelles  se  déduisent  de  la  fonction  primitive,  et  les  unes 
des  autres,  par  le  calcul  de  la  différentiation  que  nous  avons 
appris  à pratiquer  sur  toutes  sortes  de  fonctions.  Dans  çc 
calcul,  dx  reste  constant , et  la  différentielle  de  l’ordre  n 
est  égale  à la  dérivée  du  même  ordre  de  la  fonction  propo- 
sée , multipliée  par  la  puissance  n de  dx.  De  sorte  que 


d"X 

dx" 


/'">(*), 


ce  qui  montre  que  la  dérivée  de  chaque  ordre  s'obtient  en 
divisant  la  différentielle  de  cet  ordre  par  la  puissance  du 
môme  degré  de  dx. 

92.  La  fonction  Lx  donnera 


d Lx 

Le 

d3  Lx  — Le 

dx 

x 

dx 3 

d*  Lx 

2 Le 

d' Lx 

— 2 . 3 L e 

dx' 

x3  ’ 

dx'  x' 

• S'il  s'agit  du  logarithme  népérien  Ix , on  aura 

dix  1 d3  lx  — 1 d3  ix  2* 

dx  x ''  dx 2 x3  1 dx'  x3' 


d' lx  — 2.3  d3 Ix  2.3.4  d"lx  2.3.4'.. .{« — •' 

dx'  X*  ’ dx'  x 3 ’ dx"  .r" 


selon  que  n est  impair  ou  pair. 

93.  La  fonction  y — a'  aura  pour  ses  dérivées  succes- 
sives 


da 1 

— — la.  a1, 
dx 


d3a*  . d"ax  . 

— = {la} '.a',..,  , -~-={lay.a*. 


d'a 

(ÎX 

dx' 


r — (la)7.a*. 
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Si  l'exposant  est  négatif,  il  viendra 
<\a~z  d*a~* 


dx 


la . a~x. 


dx* 


= (la)'.  a~’, 


dùa~x  • d"a~ 1 . , . . 

— -^-  = d =(/«)"«-} 

l’on  prendra  le  signe  supérieur,  ou  le  signe  inférieur,  sui- 
vant que  n est  pair  ou  impair. 


On  a aussi 
de1 

. . dx 
de-1  _ 
dx 


d’e* 

CZ’  ~d^  ~ 
r d'e-1 

"d^~  = * 


d"et 

— r1 

dx"  ~ ' 

dn  e-1 


dx" 


La  fonction  e*  est  la  seule  dont  les  dérivées  successives 
soieut  la  fonction  elle-même.  La  fonction  e~x  se  reproduit 
également,  mais  tantôt  avec  le  signe  -I-,  tantôt  avec  le 
signe  — , selon  que  la  dérivée  sera  d’ordre  pair  ou  d’ordre 
impair. 

94.  Les  fonctions  trigonométriques  sin  x , cos  .r,  donnent 


d sin  x 

d* 

ne  v 

sin  x 

ci  n v 

d 3 sin  x 

dx 

dx 1 

dx 3 

COS  X j 

ds  sin  x 

d cosx 

d ■ COSX 

..  . — « 

n r - 

dx 1 

111  *3 1 * • y 

dx 

dx 7 

' I U5  .4  y 

•f-'  COS  X 

r/*  cosx 

sin  x , — - = 

cos  x , . 

dx 3 

dx • 

ou,  généralement, 

cosx 

i 

>,  5, 

9> 

«3,... 

d"  sin  x 

— sinx 

1 ) 

2,  6, 

10, 

«4, . . . 

dx*  • 

— COS.r 

lorsque  n = \ 

> 

3,  1, 

1 ' . 

• 5,... 

sin  x 

1 

4,  8, 

12, 

16, . . . 

et 

— sin  x \ / 

G 5, 

9> 

«3,...  j 

dn  COS  X 

i — cos  X 

1 i 

2.  , 6, 

i° , 

14, . . . ( 

dx" 

| sinx 

lorsque  //  = < 

3-  7> 

«5,...  ( 

' , COS  X 

1 •*  > [ 

4.  8, 

12, 

16,...  / 

• 

« 
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» j , , • , dnsinx  rf^coax  . 

Les  deux  dérivées  ■ ^ , — - s écrivent  ordinaire- 

ment sous  une  forme  non  moins  simple  qu’élégante,  et 
qu’un  léger  calcul  va  faire  connaître. 

On  sait  que  a et  b étant  deux  arcs  quelconques,  moindres 
ou  plus  grands  que  la  circonférence, 


( i ) sin  ( a -t-  b ) = sin  a cos  b cos  a sin  b , 


(2) 

cos  [a  b ) = cos  a 

cos  b — sin  a sin  b. 

Soient 

i®. 

a — x, 

d'ou 

et 

sin  b = -+-  i , 

cos  b =z  o , 

(3) 

sin  ( x.4-  - 
\ 2 

) = cos  x ; 

(4) 

( * 

COS  X -| 

\ 2 

) = — sin  x. 

Soient 

2°. 

a — x, 

h ~ 7T  , 

d’où  sin& 

— 0 , cos  h — — I , 

• •; 

(5}  ’ 

sin  (x  -h  7f)  : 

= — sin  x , 

(6)  cos(x-(-7r)= — cosx. 

Ces  deux  dernières  équations  montrent  que  deux  arcs 
qui  dîHèrent  l’un  de  l’autre  de  la  dcini-circonfércnce  , 
ont  des  sinus  égaux,  mais  de  signes  différents;  et  qu’ils 
ont  aussi  des  cosinus  égaux , mais  pareillement  de  signes 
contraires. 

Cela  posé,  il  sera  facile  de  former  le  tableau  suivant  ; 

9-  * 
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(Ix 

d'  sin  x 
dx' 

d 3 sin  x 


dx' 


= sin 


d 1 sinx 
dx 1 


— sin 


d 5 sin  x 
dx 3 


c/"  sinx 


dx" 

d cosx 


cos  x = sin  ^x  + ^ j ’ 

. / 2 7c\ 

— sinx  = sin  I jc+  — I > 

— cosx  = — sin  ^x  -f-  ^ j = sin  ^x  + ^ + ;r 

in(x+ir)’ 

. . ( 2n\  . / 27T 

m x ==  — sin  iH J = sin  ! X H h n 

(•+%> 

= - sin  (*  + v)=  sin  (r  + T + *) 

= sin(x+  ^), 

. / /Î7t\ 

= sin^+_J, 


= sm 


cosx 


dx 

d 1 cosx 
dx 3 

r/3  cosx 


sm  x = cos  1 x - h 

2 i 


- cos  x — cos  x H I y 

2 


!w\ 

T)' 


dx 3 


= sm  x = 


d1  cosx 
dx ‘ 


= cos 


d 3 cosx 


c/x' 


c = — cos  jx  -+-  ^ j = cos  ^x  + ^ 4-  77  j 
s x = — cos  |x  -+-  j = cos  ^x  -t-  ~ -h  ir^ 

hï} 

( 3ir\  / 3»r  \ 

sin  x = — cos  1x4--—)  = cosl  x H h n ) 

5iz\ 


= cos  x + 


dn  cosx 


dx" 


COS  X 


nn\ 

~y 
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Soit  reprise  la  fonction 

u = sin  x cos  x {90, 

du  = (cos’x  — sin1#)  dx. 


qui  a donné 
Par  l’hypothèse, 


on  a 


sin  x = y,  cos  x — z J 

« — ïz  =/(.r , *), 

et  l’équation  (3),  page  3y,  fera  trouver  d*  u.  Or 
du  du 

-r-  — z — cos  x , ~=zy  = sin  x , dy  = cosxdx, 

djr  dz 

dz  — — sin  xdx,  d7  y = — sin  xdx7,  d7z  =z  — cos  xdx7. 
Ainsi  l’on  trouvera,  tome  réduction  faite, 
d7u  — — 4 sin  x cos  xdx7, 
comme  si  l’on  différenciait  immédiatement 
du  ~ cos7 xdx  — sin7 xdx. 

Soit  encore 

u — / sin  x , 

déjà  traitée,  et  qui,  en  faisant 

sin  x = y,  ou  u z=z  ty, 


a donné 


du=C^dx. 


On  obtiendra  la  différentielle  du  second  ordre  au  moyen  de 
la  formule,  (50), 


Or 


donc 


,,  d7u  du  , 

A U=dP  * +Ty  d3r‘ 


du  i d7  u — l — l 
dy  y'  dy7  y7  sin’ar’ 

dy  = cos  xdx,  d7  y ~ — sin  xdx7-. 


...  . cos’x  sin  a;  dx7 

d1 1 sm  x ~ — — dx7 ; dx  - — — 


Sin’x 


sin  x 


sinJx 
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Notions  sur  les  différences . 

95.  Soit  désigné  par  âxii  l’accroissement  de  la  fonction 

» 

(i)  u^=f(xyy,z,...), 

lorsqu’on  y change  x en  x -+-  dx , de  sorte  que 

Stu=/(x  + Sx,  y,  /(x,  y,  z,.  .); 

c’est  ce  qu’on  appelle  la  dillérence  par  rapport  à x de  la 
fonction  u.  Cette  différence  est  elle-même  une  fonction  de  x 
susceptible,  à son  tour,  d’un  accroissement  lorsqu’on  y aug- 
mente x de  dx;  ainsi  de  suite. 

On  exprime  ces  accroissements  successifs  par 

Sxii,  Sx  u , ...»  Sx  u. 


De  même,  dr  dxu  désignera  la  différence,  par  rapport  à y, 
de  la  fonction  dx  u.  Enfin  d"  d™  u,  ou  â'^"  u représentera 
l’accroissement  n‘ime  par  rapport  à y de  la  fonction  d”  u. 


96.  Il  est  clair  que  si  l’on  divise  par  dx  la  différence 
relative  à x de  la  fonction  u , on  aura  (12) 


W 


Sx  u du 
Sx  dx  £ ’ 


£ étant  une  quantité  qui  s’annule  avec  dx,  et  qu  on  peut 
écrire  sous  la  forme 

(3)  î = <f(x,  y,  2,...,  Sx)Sx. 

L’identité  (2)  montre  que  pour  obtenir  le  rapport  de  l’ac- 
croissement de  la  fonction  u = f(x,  y,  z , . . .)  relatif  à x, 
à celui  dx  de  cette  variable,  il  suffit  de  prendre  la  dérivée 
de  u par  rapport  à x,  et  d’y  ajouter  une  quantité  e qui  s’é- 
vanouisse lorsque  dx  = o.  Soit 
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d’où 

(5) 


du 

v = dï+e’ 


v étant  encore  une  fonction  de  x,y,  z, Supposons  main- 

tenant que  y augmente  de  ây  dans  la  fonction  F,  et  divi- 
sons par  ây  l'accroissement  que  subira  v dans  cette  hypo- 
thèse; on  aura,  d’après  ce  qui  précède, 

. 3rv  dv 

(6) 


11 
3 y 


dy 


w étant  une  grandeur  qui  devient  zéro  en  même  temps 
que  ây.  Or  l'équation  (5)  donne 

dv 
dy 


(7) 


d' u dt 
dy  dx  dy 


dv 


ainsi  remplaçant  f et  — dans  l'identité  (6) 

leurs  (4)  et  (7),  il  viendra 
3r3,u  d*u 
3y  â.r 


par  leurs  va- 


— 

dy 


(8)  _ 

3 y 3,r  dydx 

Mais  de  la  relation  (3)  on  tire 

di  _d<ç(x,  y,  z, dx) 

— 0 X , 

dy  dy 

quantité  qui  s’évanouit  encore  lorsque  <J.r  = o.  O11  voit 
donc  que  ^ et  w sont  deux  quantités  qui  se  réduisent  cha- 
cune à zéro  : la  première,  quand  âx  = o;  et  la  seconde, 
lorsque  ây  = o.  Remplaçant  ces  deux  grandeurs  par  une 
seule  0,  évanouissante  dans  le  même  cas  où  âx  et  ây  sont 
nuis  tous  les  deux,  ce  qui  est  évidemment  possible,  on 
trouve  enfin 

3r3tu d- u 

3 y S x dy  dx  ’ • 

0 devenant  nul  avec  ây  et  dx. 

Si  l'on  passe  aux  limites,  on  aura 


(9 


O,  I 

3 y 3. 


d'1  u 
dy  dx 
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97.  Supposons  que  ce  ne  soit  plus  y qui  croisse  dans 
l'équation  (2) , mais  que  ce  soit  x qui  croisse  encore  de  dx , 
et  divisons  par  dx  les  deux  accroissements  que  subiront 
alors  les  deux  membres  de  cette  identité.  Le  premier  inem- 

brc  de  1 équation  résultante  sera  exprimé  par  lesecond 


se  composera  de  la  dérivée  par  rapport  à x de  — -H  e et 

dx  ' 

d’une  quantité  w évanouissante  avec  dx.  Ainsi  l’on  aura 

K'f  _ d'u  de. 

dx’  dx3  dx 

Or,  de  la  relation  (3)  ou  déduit 

f • • i & x)  . 

Tx~ 7Ü 

car  dx  .est  indépendant  de  x.  Ainsi  — et  <0  sont  deux 

dx 

quantités  qui  s'annulent  en  même  temps  que  dx,  et  qu’on 
peut  remplacer  par  une  seule  6,  évanouissante  quand 
dx  = o.  Donc 

3 \ u d1  u 

* Sx1  dx‘ 


Soient  pris  encore  les  accroissements  des  deux  membres 
de  l’identité  précédente  relatifs  à un  nouvel  accroissement 
dx  de  x , et  divisons-les  par  dx  ; il  viendra 

3 i u d*  u 

Sx3  dx3  W‘ 

Donc,  généralement, 

3"  u d”  u 

3xn  dx " r>' 


0 s annulaht  avec  dx. 

Si  l'on  passe  aux  limites , on  aura 


un 


à xm 


dmu 
dx”  ' 
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Soit  n = x3  ; on  trouvera  pour  les  accroissements  suc- 
cessifs de  cette  fonction,  la  différence  dx  étant  constante, 

Su  ==  (x  -f-  Sx)*  — x3  = 3 x*Sx  4-  3 x Sx*  4-  Sx 3, 

3’u  = 3(x  4-  Sx)*  Sx  3(x  4-  Sx)  Sx * — 3x5  Sx  — 3 xSx* 
= 6 x Sx’  -h  6 Sx1, 

S1  u — 6(x  4-  Sx)  Sx*  — 6x  Sx*  = 6 Sx1, 

5'  u — o ; 
d’où 

* ? 

- — = 3x*  4-(3x  -h  Sx)  Sx  = — -f-  s, 

Sx  ' dx 

S*u  _ , d*  u 

— = Gx  + GSx=—  + u, 

S1 u d 3 H 

Sx*  dx 3 ’ 

S'u 

3~x*~  °' 

On  voit,  par  cet  exemple,  que  les  différences  étant  de 
même  degré,  par  rapport  à x,  que  les  différentielles  de 
même  ordre,  elles  doivent,  ainsi  que  ces  dernières,  finir 
par  devenir  constantes.  Et  cela  ayant  lieu  pour  toute  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  , on  a 

= m(m  — i)  (/«  — 2).  . .2.  1 Sx”,  = o. 

98.  Reprenons  l’identité 

5 x « =/(•*  -I-  $x,  y,  z, . . .)  —/{x,  y,  s, . . .); 
elle  donne 

/( x 4-  Sx,  y,  z,. . .)  ==  u ■+■  Sx  u. 

Posons 

u 4-  Sx  u = V, 

d’où 

/(x-hSx,  y,  z,,.  .)  = <•• 

Changeons  ici  y en  y 4-  S y , il  viendra 

/(x  4-  Sx,  y 4-  Sy,  z, . . .)  = V>  + trr. 
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Remettant  u -t-  d,  u pour  e,  on  trouve 
(i)  f(x-k-3x,  y + 3y,  z, . . .)  = « -4-  3,n  H-  3r  u 4-  iriatt.- 
Mais  si  l’on  considère  l’identité 

3rusx/(x,  y-+-  3y,  s,.. .)—  /[x,  y,  s, 
file  donnera 

/(*,  y H-  Sy,  s, . . .)  = « + SrK. 

Faisant  ici 


on  obtiendra 


x ~ x -f-  di, 


(2)  f(x  + 3x,  y + Sy,  z, . . .)=  u + 3ru  4-  Sx  u 4-  $tSfu. 


Les  deux  premiers  membres  des  égalités  (1)  et  (a)  étant 
identiques , les  seconds  membres  seront  égaux  ; donc 
<3y  3 x u ~ 3X  S r u , 

d’où  l’on  déduit 


3. 3 z u 3 z 3 y u 

3 y Sx  SxSy 


eu  divisant  de  part  et  d’autre  par  ôx  et  ây.  Passant  aux 
limites,  on  trouve 

d3  u d3u 
dy  dx  dx  dy 


lie  qui  démontre  de  nouveau  la  proposition  (52). 


Digitized  b y Google 


APPLICATIONS  ANALYTIQUES  1)1.  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  l3g 


CHAPITRE  III. 

APPLICATIONS  ANALYTIQUES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


Développement  en  séries  des  fonctions 
d'une  seule  variable. 

99.  Soit 

/(x)  = (n-  x)"; 

on  eu  déduit 

f(x)  = m(i-hx J**-',  /"(x)  = m (m  — 1)  (i-f-  x)1"-’,. . . , 
fn-‘  (x)  = m{m  — i).  . .(/«  — n 2)  (1  -f-  x)"-',+,> 
f"(x)  =z  m(m  — 1).  . .(ni  — n -f-  1)  (1  -f-  x)"~". 


Faisant  x = o,  il  viendra 

/(o)=i,  /'( o)  = m,  f"  (o)  = m(m  — 1),... 

/— 1 (x)  — m (m  — 1)  ( m — 2). . .(m  — n -t-  2), 
fn(x)  — m(m — i)...(/w  — s + i). 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (F),  (74),  on  trouve 
enfin 


mtm  — 1 ) , ni  (m  — i ) (m  — 2 ) 

(1  4-x)"=  i -fffljH x 3 H '-x\  . . 

' 1.2  1.2.3 

~ a)  x„_, 


1 . 2 . . . ( n — t) 
ni  (m  — | ) . . . (ni  — n 4-  1 J 


x"  ( ( 4-  Sx)"1- 


Cette  série  sera  convergente , et,  partant,  propre  à repré- 
senter (i-t-ar)'“,  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x 
plus  petites  que  l’unité.  E11  elfet,  une  série,  en  générai, 
est  convergente  lorsque  le  reste,  ou  le  terme  complémen- 
taire, diminue  à mesure  qu’on  prend  un  plus  grand  nombre 
de  termes  de  cette  série.  Or  le  reste  de  la  suite  précédente , 
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à partir  du  terme  de  rang  n exclusivement,  peut  s’expri- 
mer sous  la  forme 


m(m — i).  .Jm — /i-f-i)/  x . . 

— i i t \ (i  + 0x)m. 

i .2. . .n  \ ■ 4-  Ox) ) v 

Si  l’on  prend  un  terme  de  plus  , le  reste  deviendra 


i(m  — i). . .(m  — « 4-i)  (r. 
i .2. . ,n[n  4-t) 


-jü  ( * y 

\i  + Ox) 


(14-  Ox)'* 


Mais  cette  quantité  est  plus  petite  que  la  précédente,  puis- 
qu’elle n’est  autre  chose  que  celle-ci , multipliée  par 

i qui  est  une  fraction , car  on  peut  supposer 


m — n 


n 4-  i i 4-  Ox 


m 


■ n <[  n 4-  1 5 cela  revenant  à prendre  n — > ce 


qui  est  toujours  possible,  et  alors  le  facteur^  ' est  plus 

petit  que  l’unité.  L’autre  facteur  est  aussi  plus  petit 

que  l’unité , si  x <[  i . Donc  la  série  finira  par  être  néces- 
sairement convergente , quoiqu’elle  pût  être  divergente  dans 
les  premiers  termes. 

Le  développement  de  (x  4-  h)m  se  déduirait  de  celui  de 
(i  4-  x)m , en  posant 

(x4-  A)  = x -|-  i 

et  l’on  retrouverait  la  formule  (D),  (71),  laquelle  est  lou- 
h ^ 

jours  convergente  pour  - <_  i . 


En  effet,  le  reste  de  la  série,  après  les  « premiers  termes, 
est  représenté  par 

1.2.3. ..n  \x  4- 0 h)  1 ' 

si  F On  prend  un  terme  de  plus , le  reste , après  les  n 4- 1 
premiers  termes,  sera 

m (tu  — l ) . . . (m  — n 4-  i ) m — n 
l . 2 ...  « 


m — n i h \ , „ , , » 

( n ) [x  + 0/i)m-, 

n 4-  i \ .r  4-  0 A / ' 
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d’où  il  suit  que  le  premier  reste  est  au  second  comme 

m — n h 
n - f-  i x -f-  6 h 

Des  deux  facteurs  de  ce  dernier  produit,  le  second  est  < i 
lorsque  h x ; le  premier  sera  encore  <[  i quand 

. ^ m — i 

m — /i<_/i-f-i,  ou  «_>•  — - — » 

ce  qui  est  toujours  possible,  puisque  n peut  devenir  aussi 
grand  qu’on  voudra.  Donc,  à fortiori, 

m — n h 

n + i i + 8/i 

Par  conséquent,  la  série  (D)  sera  nécessairement  conver- 
gente si  h < x. 

100.  Soit,  maintenant, 

/(*)  = «'- 

On  aura 

f (x)x=  a* la , /"(*)  = ax(laY,  . . ./"(x)  = a*  (taY- 


Faisant 
il  viendra 


x = o, 


/( 0)  = i,  f'(o)  = la,  ...,/"(o)  = (/«)», 

et  la  formule  (F)  donnera 

, , ( taY  ( laf 

n1  — i x ta  -f-  x1  ' — — + x' , 

r . 2 i.2.3 

( ta)"~ ' [ta)naJ ' 

5 — r -f-  x-  ^ 

i.2.3...(/i  — i)  1.2.3...  n 

Le  terme  général  du  rang  n est 

(fay-'  ■ 

1.2.3 . . . ( « — l)’ 

la  somme  des  termes  suivants , ou  le  tenue  ccfTnplémen taire, 
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»4a 

est 

( ta  )"  a 1 x 

x * — - — • 

n 

Les  limites  de  ce  terme , ou  du  reste  de  la  série , s'obtiennent 
en  faisant 

0 = o et  0 = i. 


a 


Ainsi,  la  valeur  de  ce  terme  est  comprise  entre 

x"(ia)n  xni/a)naI 

- — — et  — - — 

1.2. . . n i .a.  . n 

D’ailleurs,  la  série  est  convergente  pour  des  valeurs  réelles 

quelconques  de  x et  a ; car  alors  (la)"  a°*  est  finie,  et  le 

coefficient  tend  à devenir  nul  à mesure  que  n 

i .2. . . n 1 

augmente. 

101 . Si  l’on  suppose  a — e,  comme  le  = i , la  série  pré- 
cédente prend  la  forme 

0 x 

X*  X3  X0-1  X"  (! 


rJt  = 


I .2 


[.2.3 


.2  ...(«  — i)  -1.2. 


0 étant  > o et  <[  i . Le  terme  complémentaire  devient  en- 
core d’autant  plus  petit,  qu’on  prend  davantage  de  termes 
de  la  série,  laquelle  est  donc  nécessairement  convergente 
pour  toute  valeur  réelle  de  la  variable  x. 

On  peut  obtenir  directement  cette  série,  en  partant  de  la 
fonction  ex. 

En  faisant  x — t,  dans  la  série  précédente,  on  aura  la 
valeur 

c = I -H  I ■+■ hn  H 7 -+-  • • —2,718..., 

2 b 24 


qui  est  la  base  des  logarithmes  népériens. 

La  fonction  f (x)  = L x ne  saurait  se  développer  par  la 
série  de  Maclaurin  ; car,  pour  ,r  = o,  les  dérivées 


r>  , \ f"  t s ~m  r„.  , , -I-  2 m 

/ (*)  = -?’  / (x)  = — r»  /(•*)  = — 3— > 
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deviennent  infinies.  Mais  l’on  peut  développer  L(x-f-  A) 
par  la  formule  de  Taylor.  11  vient 

_ r , (h  A * AJ  A<  , A"  \ 

L{.r-+- /i)  = Li-(-m  I 1-: -, h. . .rt— ; — I; 

v ' \x  2x3  3x3  4X‘  n(x  + (^h)nJ, 

le  module 

m = Le  = — , 

' la 


a étant  la  base  des  logarithmes  désignés  par  L.  Cette  série 
sera  convergente  lorsque  h ,r , puisque  alors  le  terme 

h" 

complémentaire  d:  — -, - — - diminue  indéfiniment  à 

r «(x-Mx)" 

mesure  qu’on  prend  un  plus  grand  nombre  de  termes  de  la 
série. 

Si  les  logarithmes  sont  népériens , on  aura 


/(i  + ij  = /xH 


A1 

2.  X2 


A3  A" 

3 x3  n (x  S A}" 


Cette  série  ne  peut  s’appliquer,  non  plus  que  la  précédente , 
au  cas  où  x = o,  par  la  raison  que  ses  termes  devien- 
draient infinis. 

Si  l’on  fait  X — i,  et  qu’on  remplace  h par  x , on  aura, 
en  observant  que  / i = o , 


(A)  /(i  + x)  = 


X3  J x" 

4 n (i  -f-  0x)n  ’ 


série  convergente  tant  que  la  valeur  numérique  de  x est 
plus  petite  que  l’unité,  ou  est  comprise  entre  i et  — i. 

Posant  i -)-  a:  = j,  d’où  x=r  — i,  on  pourra  mettre 
la  série  précédente  sous  la  forme 


tr=(y-,) 


(y  — •)’  . (y  — ')3  (y  --  •)'  , 

2 * 3 4 "h 


(R 


On  déduit  encore  de  la  série  ( A ),  en  changeant  x en  — x . 

x-  x'  x‘ 


/(l-x)  = — X 


2 3 


4 


Digitized  by  Google 


1 44  CHAPITRE  TROISIÈME. 

Les  deux  séries  (A)  et  ( H)  donnent,  par  une  simple  sous- 
traction , 


(C)  /(!+*)-/(. 

I-t-X  / X3 

— X)=l =2X4-  — 

1 — x \ 3 

Posons 

1 -+-  x __  y -f-  i 

! — x y 

d’où 

X = f 

a y -H  1 

il  vient 

m- 


i(y  +-  0 — b 


= 2(— L_ 

W-+-i 


3 (iy  -H  i}' 


I 

5(2  1 + i)s 


Cette  série,  d'autant  plus  convergente  que  y sera  plus 
grand,  peut  servir  au  calcul  des  logarithmes  népériens.  Soit 
d’abord  y — i ; comme  / i = o , on  trouve 


Ensuite,  y = 2 donne 


/4  = 2/2  = i,  3863o. 
Faisant  y = 4,  on  obtient 


l5=l4+a(i  + j5^  + ^+.  60944; 

puis, 

/ 6 = / 3 4-  / 2 = 2, 791  "6. 

Ainsi  de  suite. 

Une  fois  les  logarithmes  népériens  calculés,  ou  11'aura 
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qu’à  les  multiplier  par  le  module 

77^  = 2,30258  = °»434’9» 

pour  obtenir  les  logarithmes  de  Briggs.  Au  reste,  il  est  des 
procédés  plus  commodes  que  les  précédents,  pour  la  con- 
struction des  Tables  de  logarithmes. 

En  supposant  1=1,  la  série  ( R)  donne 

/0=_(i4-  i + i-+-^...)==-oo; 

ce  qui  montre  que  la  suite  indéfinie  ...... 

2 3 4.  n 

n’a  pas  de  limite,  ou  n’est  pas  convergente. 

On'  voit,  par  cet  exemple,  qu’il  11e  suffit  pas  que  les 
termes  d’une  suite  décroissent  indéfiniment  pour  qu’elle 
soit  cbnvergente.  Il  faut  encore,  en  effet , que  la  somme  des 
termes  qui  suivent  celui  d’un  rang  quelconque  n tende 
vers  zéro  à mesure  que  n est  plus  grand.  Or,  c’est  ce  qui 
11’arrive  pas  ici  , car  il  est  évident  que  la  somme  des  n 

fermes  qui  suivent  le  terme  -5  savoir, 

1 n 

1 f 1 

; 1 ; h . • . H * 

ni  1 n -f-  2 2 /i 

est  plus  grande  que  la  somme  d’un  pareil  nombre  de  termes 

égaux  à laquelle  égale  — = ^ • Donc,  à quelque  terme 

qu’on  s'arrête  dans  la  série  en  question , la  somme  totale  des 
termes  suivants  s’élève  toujours  au-dessus  de  ^ , au  lieu  de 
tendre  vers  zéro. 

102.  Proposons-nous  maintenant  de  développer  en  série 
f(x)  — sin  r. 

Nous  savons  que  (94) 

./*(*)  = «in 
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Faisant  tour  à tour,  dans  cette  formule , 


n = i , = — n — i, 

et  supposant  ensuite  x = o,  il  viendra 
/( o)=o,  /'(o)  = 4-i,  /"(o)=o,  /"(o)=—  !...  , 

„ , . (n  — l ) n 

fa~'  (o)  = sin  v ■ : 

d’ailleurs, 

f"  (Sx)  ^ sin  ^Ôx  H — ^ j j 
et  la  série  de  Maclaurin  donnera 


• On  développera  J (x)  — cos  x au  moyen  de  la  formule 


Les  deux  séries  précédentes  sont  dues  à Acwton.  La 
première  fait  voir  que  le  sinus  d’un  arc  x est  moindre  que 

cet  arc;  elle  montre  aussi  que  le  rapport  — n X-  s’approche 

de  l’unité  à mesure  que  x tend  vers  zéro  : car  divisant  tous 
ses  ternies  par  x,  et  supposant  ensuite  x — o , elle  donne 

= i.  Ce  qui  est  conforme  à ce  qu’on  a déjà  vu  (81) . 

Il  résulte  de  la  dernière  série  , que  le  cosinus  d’un  arc  est 
plus  petit  que  l’unité,  ou  que  le  rayon. 

I.cs  termes  de  ces  deux  séries  ayant  des  signes  alterna- 
tifs, on  obtiendra  deux  limites  de  chacune  d’elles  eu  s’ar- 
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rètant  tour  à tour  à un  tonne  positif  ou  à un  terme  négatif; 
caron  a,  évidemment, 


sin  x x , 


sin  x x — 


x3 

2T3  ’ 


sin  x <[  x — 


x3 
i . 2 


De  même , 


j? . 

1.2. 3. 4 5’ 


cosx<rT,  cosx^  i 1 cosx<T  1 1 ï— — -,.... 

1.2  ' 1.2  12.3.4 


Au  reste,  les  termes  diminuent  rapidement,  En  cfïet,  les 
longueurs  des  sinus  et  des  cosinus  de  tous  les  arcs  possi- 
bles sont  évidemment  les  mêmes  que  celles  des  sinus  et 
des  cosinus  du  quadrant.  Mais  ceux-ci  ne  dépendent,  à 
Itur  tour,  que  des  sinus  et  des  cosinus  du  demi-premier 
quadrant;  car,  x étant  4^°i  on  a 


sin (45°  4- a)  = cos (45°  — a),  et  cos  (45° -+-  a)  = sin  (45°  — a). 

Or,  7t  représentant  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre, 27r  exprimera  la  circonférence  dont  le  rayon  est 

l'unité , - sera  le  quadrant  qo  degrés  , et  7 le  demi-quadrant. 
2 /(. 

Mais 

22  TT  I I 

tt  = — ; donc  7 — — 7 = o , n o5  . 

7 4 <4 

Ainsi , on  peut  considérer  toutes  les  valeurs  de  l’arc  x 
comme  •<  1 . Par  conséquent  , tous  les  termes  qui  con- 
tiennent des  puissances  de  x de  plus  en  plus  élevées,  dé- 
croîtront sensiblement  : ce  qui  rend  les  formules  (D)  et  (E) 
très-propres  au  calcul  des  Tables  de  sinus  et  de  cosinus. 
Elles  montrent  que  l’erreur  commise,  en  s’arrêtant  à un 
terme  quelconque,  est  moindre  que  le  suivant.  Ainsi,  après 
les  u premiers  "termes,  l’erreur  est 

<" 7 : 7 ou  que  — 7 y 

1 .2.  , . (2//  + 1 ) r. 2. 3.  •.(20  + 1) 

10. 
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ou  que 


1.2.3... 2 « 


dans  la  série  (E). 

Pour  évaluer  un  arc  x par  rapport  au  rayon  pris  pour 
l’unité,  il  faut  poser  la  proportion 

n x 

i oo°  : n y.  x : -5—  » 

180° 


c’est- à-dire  multiplier  le  nombre  de  degrés,  minutes,. . . , 


de  cet  arc  par  le  rapport 

Quand  le  rayon,  au  lieu  d’être  l’unité  , sera  r,  on  rem- 

, x . sin  x cos  x , . 

placera  x par  -»  et  sinx,  cos  x par * — — * dans  le§ 

formules  (I))  et  (E). 

103.  Proposons-nous,  maintenant,  de  développer  un  arc 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  son  sinus  x. 
On  a 

f( x ) = arc  (sm.=  x), 

d’où  l’on  peut  déduire 


/'(*)  = 


/"(*)  = 


I -|-  2X] 

W»  — *7 


Faisant  x=o,  on  trouvera 


f(o)=o,  /'{o)=4-i,  /"(o)  = o,  /'(<,)  = -f- 


Voici  un  autre  procédé  plus  commode.  La  formule  du  bi- 
nôme donne 


_!  , , . 3 

(i  — x ’)  4 =H — x1  h —jx' 

2 2.4 


i.3.5  1 .3.5.7 

7:  Xe  H > ~ X' 


2.4.6’ 


!. 4.6.8’ 


La  loi  que  suivent  les  termes  de  ce  développement  est  assez 
manifeste  pour  qu’on  puisse  le  continuer  sans  peine;  mais 
•surtout  il  faut  observer  qu’il  ne  renferme  que  des  puis- 
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sances  paires  de  x;  d’où  il  suit  que  la  fonction  proposée 
f(x) , dont  la  suite  précédente  est  la  dérivée,  doit  pouvoir 
s’exprimer  en  une  série  qui  ne  se  compose  que  de  puis- 
sances impaires  de  x , sans  aucun  terme  connu,  c’est-à-dire 
qu’on  peut  faire 

/(x)  = ax  -+-  bx3  -4-  ex4  H-  dx' 

puisque  X — o doit  donner  f (x)  = o.  Or  la  dérivée  de 
cette  équation  est 

f (x)  = a -4-  3 bx1  -4-  5cx*  + 7 dx1, ...  ; 

et,  comme  les  deux  valeurs  de  f(x)  doivent  être  identi- 
ques, il  vient 


a — 1,  3 b—'-, 

2 

5c— 

, i.3.5 

2.4 

7 2.4.6’ 

d’où  l'on  déduit 

b-'-.'-. 

i.3  i 

ji  .3.5  1 

c/  

a~1'  2 3’ 

c 2.4  5* 

2.4.6  7’"/’ 

et  l’on  arrive  à la  série 


(F)  arc  (sin  = x)  = x -f- - y-4- 


1.3  A* 
ÏT4  5 


i . 3 . 5 x: 

2-4-6T  + 


Pour  développer  arc  (cos  = x),  011  observera  que 


arc  (cos  = x)  = - — arc  (sin  = x), 


d’où 

. _ , . . w x3 

(G)  arc(cos  = x)  = x 


3x* 


3.5x’ 


2.3  2.4.5  2 4-6-7  " ’* 

il  y a une  constante  -5  parce  que  x — o doit  donner 


arc  (cos  = o)  = — • 

2 

104.  Cherchons  le  développement  de  l’arc  en  fonction  de 
la  tangente,  c’est-à-dire  la  valeur  de  f(x)  = arc (tang=  x) 
suivant  les  puissances  de  x. 
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On  aurait,  en  prenant  les  dérivées  successives, 


/'(*)  = 


i -t-  x3 


/'(*)= 


— 2 


8x3 

(l4-x3)5’ 


/'(*) 
/"(*)  = 


— ■ 2 X 

= (I  +■*’)’’ 

24  x 48  x ' 

(l  + X1)5  (I  + /1)1’ 


•? 


puis,  faisant  jr  = o,  on  trouverait 

3C*  X^  X" 

(H)  arc(tang  = x)  = x — — -4- 

Mais  il  sera  plus  simple  de  développer  - — — - par  le 
procédé  ordinaire  de  la  division;  ce  qui  donne  . 


< — - = f (x)  = 1 — x3  4-  x*  — x6  4-  x*  — ...  ; 

1 4-  x3 

d’où  l’on  voit  que  la  dérivée/  ' (x)  ne  procédant  que  selon 
les  puissances  paires  de  x , f {x)  doit  procéder  suivant  les 
puissances  impaires  de  la  même  variable;  et  puisque X — o 
donne  f (x)  = o , il  faut  que  le  développement  cherché  de 
f [x)  soit  de  la  forme 

f ( x ) = «x  4-  bx3  4-  ex1  4-  dx7  + ...  . 

Prenant  la  dérivée  de  cette  équation , on  a 


f ( x)  = a 4-  3 bx1  4-  5 ex'  4-  7 dx'  4-  . . . . 

Egalant  terme  à terme  les  deux  expressions  de  f(x ),  il 
vient  ces  égalités  partielles, 

a = 4-  1 , 36  = — i,  5 c = 4-i,  7 </  = — 1 , . . . ; 

d’où 

, 1 1,1 

fi  — 1 y o z — — x- “!  c — -4-  — * (f  — 5..., 

3 5 , 7 

t , en  lin , la  série  (H). 

Cette  formule,  remarquable  par  la  simplicité  de  la  loi 
qui  la  régit,  est  due  à Leibnitz;  elle  est  convergente  pour 
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x <[  i . En  y faisant  x = i,  et  observant  que 


on  trouve 


arc  (tang  = i)  =r 


i i i 

' 3 + 5 7 “ 


Cette  série  converge  peu  rapidement -,  mais  un  géomètre 
anglais , nommé  Machin , en  a donné  une  autre  qui  n’a  pas 
cet  inconvénient  5 nous  allons  la  faire  connaître. 

Soit  a un  arc  dont  la  tangente  égale  -i  c’est-à-dire 


= arc  ( tang  — g)  - 


le  rayon  étant  toujours  l’unité.  O11  aura 

_ 5 

"B  ~ 


2 tang  a 5 ,120 

tang  2ï= — — = — , tang  4 a = 

i — tang’  a 12  ° lia 


Il  est  clair  que  l’are  4®  > y Or,  en  général, 

4 

tang  (p  — y)  = yeP-jggJL; 

* i tang  (3  tang  7 


prenait 


P = 4“.  7 = 7 


il  viendra 


tang 


(4 — 5) 


, , — ou  ar 

4/  23q 


4’ 


Faisant  tour  à tour  x = x = dans  la  série  { H), 
on  trouvera 


/ 1 \ 11  1 

arc^ang=-j=a  = §-^  + f- 

arc(,an«=i))==^-i 


5‘  7 . 5’  + " ‘ ’ 


1 1 

-4- 


?3q  3.239'  5.239'  7.239’ 
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d’où  résulte 

4 = 4“  — ( 5%  — 370%’ + 5T2395  ~ ' ' ')’ 

et,  enfin, 


16 


(i 


5 3 . 53  5 . 5S 


-4(~ 


\23g  3.23g3  5.23g5 


rs!+--') 


Développement  en  séries  des  équations  à deux  variables. 


(05.  On  applique  encore  le  théorème  de  Maclaurin  aux 
équations  à deux  variables,  pour  les  transformer  en  séries. 
Soit  l’équation 

(n)  mz' — xz  — iK  = f(z,x)  = o. 

jNous  pouvons  la  concevoir  mise  sous  la  forme  z =J’(x)  , 
et  nous  arriverons  au  développement  de  z suivant  les  puis- 
sances entières  de  x,  en  déterminant  les  valeurs  de  2, 
z\  z",.  . . , pour  x = o,  car  il  n’y  aura  qu’à  substituer  ces 
valeurs  à la  place  de  J"  (o) , dans  la  for- 

mule (F,  74).  L’hypothèse  x = o réduit  l’équation  [a)  à 

mz3  — m — o , d’où  z — 1 


pour  la  valeur  de  f( o).  Prenons  maintenant  la  dérivée 
de  l’équation  (a)  par  rapport  à x,  il  viendra 

(b)  3 mz1  z'  — xz'  — z = o ; 

faisant,  dans  ce  résultat,  x — o et  z = 1,  nous  aurons 


Prenons,  à son  tour,  la  dérivée  de  I équation  (A);  ce  qui 
donnera 

1 r)  6 mz  z'1  -+•  3 111  z1  z"  — xz"  — 2 z'  — o . 
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Posant  x = o , et  nous  rappelant  qu’alors 


z — i,  z7  =r 


nous  trouverons 


z"  = o = f"  (a). 

La  dérivée  de  l’équation  (c)  sera 

(< l ) 6/nz'5- (-  1 8 mz z' z"  -t-  3 /nzs z'"  — xz7"  — 3z"  = o. 

Si  l’on  y fait  x — o ; et,  par  suite , 


Z=I,  z'=  -5 » z"  = o , 

a m 


on  obtiendra 


zm 


27  m* 

Continuant  ainsi , on  aura 


= /*»• 


X x3 

z = , -H  s : + 


3 /«  81  M*  243  m1 

106.  Il  peut  arriverque  pour  x=o,  l’équation f(y,x)= o 
se  réduise  à jrn  = o.  Alors  il  faut  lui  faire  subir  une  trans- 
formation avant  d’appliquer  la  formule  de  Maclauriu.  Ainsi, 

(b)  my% — x3  y — mx3  = o, 

où  a lieu  le  cas  en  question  ’ sc  réduit  à 


ni  y3  x~a  — y — rn  — o , 


en  divisant  tout.par  x3. 

Posons  x~3  = u,  et  nous  aurons 

mya  u — y — m =z  o, 

qui  servira  à développer  y suivant  les  puissances  entières  et 
croissantes  de  u.  Il  ne  restera  plus  qu’à  restituer  pour  u sa 
valeur  x~3,  et  l’on  trouvera 


'Y  " x3 


ni  --1" 

_,a__  + 55_— .... 


Ce  développement  fait  voir  que  lorsque  x — o réduit  l’é- 
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quation  proposée  à y"'—  o,  la  valeur  de  y peut  devenir 
infinie.  Ce  même  développement  est  aussi  celui  de  y sui- 
vant les  puissances  entières  et  positives  de  m , ainsi  qu’on 
l’obtiendrait  en  calculant  ce  que  deviennent  y , y',  y", . . . , 
lorsqu’on  suppose  m—  o dans  l’équation  (A)  et  ses  déri- 
vées relatives  k m,  x étaVit  constant. 

Au  reste,  l’hypothèse  y — x1  z fournit  souvent  le  moyen 
d’obtenir  différentes  séries,  en  attribuant  à A des  valeurs 
convenables. 

Ainsi , k — i ou  y = xz  ramène  l’équation  (A)  à 
mz‘  x3  — x‘  z — mxi  = o , 
qui , mise  sous  la  forme 

mz3  — xi  — m — o , 
vient  d’être  traitée;  d’où 

X1  X*  xk 

~r  X 3 m 81  pi3  243  m ' 

Cette  série  montre,  à son  tour,  que  la  valeur  de  y,  déduite 
de  l’équation  (A),  peut  être  nulle  pour  x = o. 

3 i 

Faisons  maintenant  k = -,  ou  y — x 3 z.  L’équation  (b) 
deviendra 


mz 5 x3  — x3  z — m3  x — o ; ou  mz 5 — z — mx>  3 = o , 

__  3 

afin  que  le  premier  terme  soit  sans  x.  Posant  x 3 = u , 011 
aura  mz 3 — z — mu  = o pour  développer  z en  u;  puis  , 

_ S 

remettant  x 3 au  lieu  de  u,  on  obtiendra 


107.  Soit  proposée  l’équation 
(c)  y3  4-  x3 — ’iaxy  — O, 

dite  le  folium  de  Descartes.  Posant  = xz,  et  divisant 
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par  x%  ou  aura 


-t-  i — 3 azx~'  = o. 


Faisons  x_1  = u , et  il  s’agira  de  développer  z en  u,  d’après 
l’équation 

z3  -t-  i — 3 azu  — o ; 

on  trouvera 

' u?a3  u1 *  a‘ 



remettant  pour  u sa  valeur  x-l,et  multipliant  tout  parx, 
il  viendra 


y = — x — a 


3 x3  3: 


On  obtient  un  second  développement  de  l’équation  (c) 
en  faisant  y — x*  z,  et  posant  x*=  u\  d’où 

z3  u i — 3 az  — o , 

puis 

i u 

z — a b o — :+•  • •> 

3 a oi  a* 

et,  iinalement, 


r = *z  + 


3a  8l  a*  ' " 

Soit  fait  encore  j-  = x1  z dans  l’équation  (c),  d’où 
z3  ■+■  u — 3oz  = o, 

- I 

en  divisant  tout  par  x’,  et  posant  x’  = u.  Soit,  au  moyen 

i. 

de  cette  équation , développé  z en  u,  et  restitué  X3  à la 
place  de  u;  on  trouve,  après  avoir  multiplié  la  valeur  de  z 

parx’, 

x-  x3  y 3 ax 


y — zb  y'  3 ax  — 


ION,  L’équation 


(il/-1- 


y — mx  — nx‘  ~ o , 
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qui  représente  les  trois  courbes  du  second  degré,  donne,  en 
y faisant  y = xz , 

rn 

z’  — n = o . 

x 

Posons 


i = “’ 


et  z* — n — mu  = o servira  à développer  z,  suivant  les 

puissances  entières  de  u.  Ce  calcul,  après  avoir  remis  - 

pour  n,  et  multiplié  le  développement  de  z par  x,  donnera 
la  série 


r m 

y = x\Jn  H — — 

2 \n  8 x y«3 


i6x’  n* 

109.  Prenons  pour  dernier  exemple 

y ' — 2 x1  y1  — x'  + 2 axy1  — Sa. v3  — o; 
en  y faisant  y — xz,  divisant  tout  par  x*  et  posant 

• X-'  —u, 

il  vient 


(d)  z 1 — 2 z1  -f-  laz'u  — 5 au  — i ==  o, 

qui  donnera  le  développement  de  z en  u. 

A cet  effet,  posons 

u = o, 

d’où  résulte 

z*  — 2 z1  — i — o , 

puis 

z = >J  1 + \fz. 

Appelons  p cette  valeur  qui  sera  le  premier  terme  du  dé- 
veloppement de  z . Prenant  la  dérivée  de  l’équation  (r/), 
par  rapport  à zet  «,  puis  faisant 

u = o , z = p, 

on  trouvera  . 

, « (5  — y>2)  _ a(  3 y/2  — 4) 

4(/>’  — P)  Hp 
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Ainsi  écrivant  ^ au  lieu  de  u , et  multipliant  par  x,  on 
aura 


y = px  + 


a [3  yji  ~ 4) 
8 P 


+ A JT"  -f- . 


Fonctions  imaginaires . 


HO.  Quoique  la  racine  carrée  d’une  quantité  négative 
ne  saurait  exister,  et  que  sf—i  soit  une  expression  imagi- 
naire, il  n’en  est  pas  moins  vrai  que  le  symbole  yj  — i re- 
présente la  quantité  qui,  multipliée  par  elle-même,  donne- 
rait — i . Donc 

(v/— i)*=  — i,  (yf^)3= —\l— i , (y'—  i)‘=-H. 

Ensuite  les  puissances  redeviennent  les  mêmes , car  tout 
nombre  n divisé  par  4 donne,  en  appelant  q le  quotient, 
l’une  des  quatre  formes, 

«=  4?,  « = 47+1,  « = 47+2,  «=47+3, 

et  n’en  donne  pas  d’autre.  Ainsi , toute  puissance  de  yj  — i 
sera  de  l’une  des  formes  suivantes  : 

(^)‘?=[(^)4  ]’=(+«)♦=  + ., 

(V'Zrî)‘?H"  = (v'”)'*  (V'—  i)  = + VCri, 

(v/=-, )”+’=( 

{y/—lr+'=(sr=rl)".w-  0’=-^-.. 

D’où  l’on  voit  que  toute  puissance  paire  de  V—  i est  égale 
à + i ou  à — i,  et  que  toutes  les  puissances  impaires  de 
y'  — i sont 

^ — i ou  — ^ — i . 

De  plus  le  radical  ^ — i , ainsi  que  tou  t radical  du  second 

3/1 

degré  yj «,  ou,  en  général,  de  degré  pair  v'7>,  doit  être  consi- 
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doré  comme  pouvantôtre  allée  té  indillëremmentdu  signe  -+- 
ou  du  signe — . En  effet,  lorsqu’un  élève  au  carré  -+-  y — i 
ou  — V — i , on  retrouve  également  — i De  même 


an  an  ■»  n n 

( fiY  = (—  V^)’  =4-^=:+^ 


Si  l’on  a 


on  en  tire 


a + b sj — i = p -t-  q \J — i , 
[a  -/>)■+- (4  — q)  \/ — i = 0; 


et  comme  les  quantités  imaginaires  ne  peuvent  pas  détruire 
les  quantités  réelles,  il  faut  qu’on  ait  séparément 

a — p~  o,  (a-b)^-i—  o; 

d’ou 

a— p,  b=zq. 

Si  l’on  a 


a -+-  b v/ — i = p, 
on  en  déduit  de  même 

a — /> , b = o. 


Et  enfin  de 
il  résulte 


a 4-  b i = q \J~  i , 
fl  = o , b — q. 


111.  La  quantité  imaginaire  a 4-  b \J — i peut  toujours 
se  mettre  sous  la  forme 


p (coso  -+-  \j — i sin  ÿ). 
En  effet,  on  a évidemment 

a -+-  b \/ — i = y« 
et  puisque 


/«’  -t-  4*  [ -T--—--  4-  ^ : 

\\fl■■^-b,  yV -|-4v 


7= — r<», 

yflJ  -4-  4* 
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il  existe  un  angle  œ dont  le  cosinus  = — _ , 1(-  rayon 

y42  -+■  b 2 J 

des  Tables  étant  l’unité.  En  même  temps 


Donc,  en 
écrire 


• _ . / «’  b 

Sm'  V'  a2-(-62  J-^-TTb î 


V/«’  + 

désignant  par  p la  quantité  y/a’ -+-  />',  on  peu ( 


/i  -h  b y — i = p ( cos  y -+-  y/—  i sin  (p  ) . 

Les  quantités  p et  y sont  réelles  et  déterminées  par  les 
équations 

p = -t-  Z>2, 

y = arc  |^cos  = = arc  ^sin  = ^ J = arc  | tang  = - ^ • 


De  même  on  peut  faire 

a — b y — i = p ( cos  y — y* — 1 sin  y ) , 

d’où 


[a)  nzkzb\J — i = p (cos  y ± y/ — i sin  y). 

La  quantité  p sc  nomme  le  module  de  l’expression 
a ± b ^ — i . 

Développements  de  e':'~ 1 . 

112.  Si  dans  le  développement  de  ex  (101  ),  on  fait 


on  obtiendra 
ez'/~'  = i + x y/“, 


.r  = x )J  — i , 

x‘  x3  ^ — i .r1  xs  y/ — î 

7 Ï73~  + 2X4  + 2.34.5 


En  comparant  cette  série  aux  développements  de  sin  or  et 
co s x donnés  (102),  on  voit  qu  elle  revient  à 

cos  x 4-  y — 1 sin  x; 
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donc 

( b)  = cosx  -f-  ^ — 1 sinx. 

Changeant  le  signe  de  x , il  vient 
(c ) e -iv'-i  — cos  x — y/  — i sin  x. 

Ces  deux  formules  importantes  sont  dues  à Euler.  On  peut 
les  obtenir  de  la  manière  suivante. 

Prenons  la  différentielle  de  l (cos  x — (-  i sin  x)  ÿ nous 

trouverons 

, , . \ (— sin  x-t-v/—i  cosx)  rfx  , 

al  [ cos  x y — i sin  x ) = - = dx  y — i • 

cos  x -+-  y — i sin  .r 

Mais  on  trouve  aussi 

— l + «)  = (/i  \J — | ; 


donc 


l ( cos  x -4-  y/  — i sin  x ) = x y/  — i H-  c. 


Cetteéquation  doit  subsister  quel  que  soi  tx.  Or,  pourx  = o, 
on  a 

cos  x = i , sin  x = o ; 

d’où 

c — 1 1=0. 

Ainsi,  quel  que  soitx, 

l (cosx  + ^ — i sin  x)  — x ^ — i , 
résultat  équivalent  à l’équation 

ex'/ ~ 1 = cosx  -+-  y/ — i sin  x. 

Changeant  le  signe  de  x,  il  viendra 

p-xV— i _ cosx  — yj — , sjn 


car 


cos  ( — x)  = cosx, 


et 


sin  ( — x)  = — sin  x. 

Les  deux  formules  (l>)  et  (c)  s’écrivent  simultanément 
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sous  la  forme 

(d)  e — cosx  ± y/ — i sin  x. 

Si  l’on  compare  celte  dernière  équation  à celle  déjà  obte- 
nue (a , 1 H) , on  en  déduira 

(e)  a±b  \J — i — p e ± 1 1/-> . 

• 

113.  En  multipliant  membre  à membre  les  deux  équa- 
tions 

= cos  x -1-  y/ — i sin  x,  et  = c.os  y -+-  y/  — i sin^, 
déduites  de  la  formule  (&) , il  viendra 

^-'szrcosarcos^ — sinxsin_x-|-(cosxsinj'-bsinxcos,y  )y/ — i . 
Or  la  même  formule  donne  aussi 

g^x+r)  *'-1—  cos  (x  -f-  /)  -f-  y/ — i sin  (x  -f-  y). 

Comparant  l’un  à l’autre  les  seconds  membres  de  ces  deux 
équations,  on  arrive  à ces  deux  formules, 

(f)  cos  (x  -+-  jr)  = cos  x cos  y — sin  x sin  y , 

(g)  sin(x  + ^)  = cosx  sin  y + sin  x cos  .y. 
sir  on  multiplie  l’une  par  l’autre  les  équations 

elV-'  = cosx  + y/—  I sinx,  — cosy  — y/^Tsinj-, 

on  obtiendra  les  formules 

(h)  cos(x — y)  = cosx  cos^-  -f-  sin  xsinjr, 

(0  sin  (x  —y)  = sin  x cos^-  — cosx  sin/. 

On  peut  déduire  des  quatre  formules  (y),  ( g ),  (/i),  (z),  toute 
la  trigonométrie. 

Expressions  de  cos  x , sinx,  tang  x , en  fonctions 
exponentielles 

114.  Les  formules  (b)  et  (c) , combinées  ensemble  par 
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voie  d’addition  et  de  soustraction,  donnent 


(*) 

(0 


COS  X 


cl  , par  suite, 

(w)  tangx  = 


/ — i -+-  er~sl'~') 


Ces  deux  dernières  peuvent  s'écrire  sous  les  formes  sui- 
vantes : 


— i 

: exVZ 


fansî  x — 


I (c* 


— ; ’ 


vr 


en  multipliant  haut  et  bas  par  e x 

Ces  formules  ne  doivent  être  regardées  que  comme  des 
résultats  analytiques  dans  lesquels  les  imaginaires  ne  sont 
qu’apparentes,  et  d’où  elles  disparaissent  par  le  calcul 
même . 


115.  Si  l’on  substitue  x \J — i au  lieu  dex  dans  les  équa- 
tions (k) ,(/),  (mi)  , on  aura 


cos  (x  ^ — I ) 


e— 1 -+-  c+I 
2 


sin  (x  ^ — i ) = 


tang  ( x \/  — i ) 


. e~u  — i 
y/  — i 1 ) ’ 


qui  donnent  le  moyen  d’exprimer  les  cosinus  , sinus  et 
tangentes  d’ares  imaginaires  par  des  exponentielles  réelles. 

11(5.  Les  deux  formules  (b)  et  (c)  fournissent  encore  le 
moyen  de  parvenir  au  développement  (H,  104).  En  elfet, 
elles  donnent 


: l (cosx \J  — i sinx),  — xsj — i = /( cosx — ^ — î sinx); 


. .Digiti. 


Gpogle 


APPLICATIONS  ANALYTIQUES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  l63 

d’où,  par  soustraction , 

(i  + y^—  i tang.r  \ 
î—J—i  tang  x )' 

Donc,  d’après  le  développement  (c,10l),  on  aura,  en 
supprimant  2 V — i , 

x = tang  x — | tang3x  -+-  -j-  tang5  x — . . . , 

qui  n’est  autre  chose  que  la  série  (H)  écrite  d’une  autre 
manière. 

Formule  de  Moivre. 

117.  Si  1 ’on  change  x en  mx  dans  l’équation  (y/),  m étant 
un  nombre  quelconque  réel , il  viendra 

e±mrtt  — cos  fyjx  zfc  — 1 sin  mx. 

Or 

e±.mz  J-t  — vCrTy1"  __  ^ cosx  zt  y/  — 1 sin  x)“ . 

Donc  on  a 

( n ) ( cos  x ± sJ — 1 sin  x )"  = cos  mx  ± \j  — 1 sin  mx, 

formule  très-importante  due  à Moivre. 

En  posant 

Z 

mx  = z.  d’où  x = — > 
m 

on  trouve 

cos  — rh  s,/  — i sin  — ) = cosz  r£  y ' — i sin  z , 
m m ) 

puis  . 

m 

V cos  z ziz  1/  — 1 sin  2 = cos  — db  d — 1 sin  — • 

m ut 

Ce  qui  montre  que  pour  extraire  la  racine  du  degré  m de 
l’expression 

cos  z ± y/  — 1 sin  z , 

il  suffit  de  diviser  l’arc  par  le  nombre  entier  positif  ni. 

11. 


: x — i = l 


V- 
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Remarquons , en  outre , que  les  quantités 
étant  réciproques  l’une  de  l’autre,  puisque 


il  s ensuit  que 

cos  x — ^ — i sin  x — 
De  même 


■ 4-  sj — i sin  ; 


e”'v 


donne 


\ — cos  mx  — \/ — i sin  mx. 

(cosx  4-  \J — i sinx)"1 

Ainsi , pour  diviser  par 

( cos  x -t-  \J  — i sin  x )", 

on  n’aura  qu’à  multiplier  par 

cos  mx  — \J—  i sin  mx. 

Développement  des  sinus  et  des  cosinus  d'arcs  multiples 
suivant  les  puissances  du  sinus  et  du  cosinus  de  l’arc 
simple. 

118.  Si  l’on  effectue  le  développement  de 
(cos  x 4-  \j  — î sin  x)" , 

d’après  la  formule  du  binôme,  la  partie  réelle  de  ce  dévelop- 
pement sera  égale  à cos  mx , et  la  partie  imaginaire  sera  équi- 
valente à V — i sin/nx.  On  aura  donc 
m [m  — i) 


ros  mx  — rosi 


i . 2 


cos"~!x  sin’x 


m(m  — i)  (m  — 2)(/w  — 3) 

4 - — ■— - cos"-‘x  sin4  x.  . . , 

T .2.0-4 

. m (m — 1 ) (m — 2) 

sin  mx—  mcos'"_lxsin:r  — — ■ — -cos r sin3x4- — 

1*2.0 
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Supposant  tour  à tour  m = i , m = 3 ,. . . , on  obtiendra  les 
équations  suivantes  : 

cos  ix  — cos’x  — sin’x, 

cos3x  = cos’x — 3 cosxsin3x, 

cos  4 x = cos1  x — 6 cos5  x sin1  x sin‘  x , 

cos  5x  = cos5x  — -io  cos’xsin’x  -f-  5 cos  x sin*  x. 


sin  2i  = 2 sin  xcos  x, 

sin  3 x — 3 sin  x cos’  x — sin5  x , 

sin  ^x—  4 sin  x cos5  x — 4 sin5x  cosx  , 

sin  5x  =r  5 sinxcos*  x — iosin5x  cos’x  -|-  sin*x. 


Développement  des  puissances  du  sinus  et  du  cosinus  de 
l'arc  simple  en  fonctions  linéaires  des  sinus  et  des  cosi- 
nus des  arcs  multiples. 

119.  Soient 


d’où 


\J — i sinx  = «,  cosx  — y ' — ■ sin  Jh 


2 cos  x = u — j—  p j 2 y — i sin  x = u — p , uv  = i j 

et  la  formule  («)  donnera 

«*  -+-  p"  = 2 cos  mx , u'"  — vn  = 2 ^ — i sin  mx. 

Cela  posé,  pour  obtenir  la  série  qui  exprime  cos"‘ .r , dé- 
veloppons successivement 

(tt-f-p)1"  et  (p «)M, 

d’après  la  formule  du  binôme,  ce  qui  donnera 

/ , , , m l m — i ) 

( 2 cos  x f'  — { [u  p )■  = um  -4-  m vum~'  -H p1  um~ 1 

1.2  . 

m(m  — 1 1 m — 2 i 

-+•  — !_ Vu"-5 -h  .... 

1.2.3 

( 2 cosx)"  = (p  -+-«)"  = c"1  4-  mu p*~‘  -j-  ^ X-  u‘vm~‘ 

• 1 . 2 

ml  m — i ( m — 2 ) 

H ; i-B Ve*-5-+- 

I .2.3 
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Ajoutant  ces  équations  terme  à terme,  il  viendra 

a (2  cos  a;]"  = ( «”  •+-«")  -4-  m [uv)  ( um~1  4-  r1"-1) 
m ( m — 1 ) 


I .2 


■ (up)7  ( um~ * 4-  f'1"-1  ) -f-  . . . , 


/ \ / \ ^ (/W — I J . 

( 2cosx)"=cos/nx4-/n  cos(/«  — 2)x4 — ■ cos  ( m — 4)x 

1 1.2 

^ I)(m  2 ) / £ . 

4 i — cos  (/«  — fa)x  4- 

Le  nombre  m étant  supposé  entier,  cette  série  se  ter- 
mine et  peut  s’écrire  sous  une  forme  plus  simple.  En  etlét, 
le  développement  (1)  contient  rn- f- 1 termes,  et  ceux  qui 
se  trouvent  à égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux.  Car 
l’expression  du  terme  qui  en  a « avant  lui  est 

i (m  — 1 )(m  — 2). . . (m  — /1  + 1) 

1 .2.3. .n 


(2)  T„ 


cos  (m — 2 /1)  je. 


Si  l’on  y change  n en  m — n , on  aura 
m(m  — i)(/h  — 2) . . . {n  4-  1 ) 

( 3)  T„_„  = — ’—r j-4 i. cos  [ ( m 2 /z  ) ] x, 

1 .2.3.  . . (m  — n ) 1 

pour  l’expression  du  terme  qui  en  a n après  lui.  Faisant 
n -=  3 , la  formule  ( 2 ) donnera 

m (m  — i)(in  — 2)  c 

— i - cos  ( m — o)x 

1.2.3 


pour  l’expression  du  quatrième  terme  du  développement  (1) 
à partir  du  premier;  et  la  formule  (3)  donnera 


m ( m — i ) ( ni  — 2 ) ( m — 3 ) ...  5 . 4 
1 . 2 . 3 . 4 • 5 . . . ( m — 3) 


ens  [ — ( m — 6 ) j x 


pour  l’expression  du  quatrième  terme  du  même  développe- 
ment (1)  à partir  du  dernier.  Or  ces  deux  termes  sont 
égaux,  puisque  les  coefficients  numériques  le  sont,  et  que 
les  cosinus  d’arcs  qui  ne  diffèrent  que  par  le  signe  sont 
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eux-mêmes  égaux.  (3n  voit  qu'il  en  sera  de  même  pour  tous 
les  termes  également  éloignés  des  extrêmes.  Donc , lorsque  m 

sera  impair,  la  série  (ï)  sera  le  double  des  — premiers 

termes.  Le  dernier  de  ces  termes  étant  du  rang  — -,  est 
précédé  d’un  nombre  de  termes  marqué  par 
m 1 m — 1 


On  fera  donc  n = — dans  la  formule  (2),  et  il  viendra, 


pour  le  terme  du  rang 


m + ï 


m {m  - 1 ) ■ • • [ — — - -H  « 


1.2... 


COS  X . 


Ainsi  ce  terme  est  celui  qui  contient  cos  et  Ton  a pont  /// 
impair, 

12  m~'  cos  m x -=z  cos  mx  ■+■  nt  cos  ( nt  — 2 ) x 

m (m  — ï ) . • , x 

H - COs  ( w — 4 ) x . . . 

1.2  v . 

. . / ni  4- 1 \ 

. . 

-4-  — cosx. 

m — ï 

i . 2.  ï . 

l 2 

Quand  m sera  pair,  le  nombre  m -4-  ï des  termes  de  la 
série  (ï)  sera  impair,  le  terme  du  milieu  ne  sera  pas  répété  , 

et  comme  il  aura  — termes  avant  lui , on  obtiendra  son  ex- 
2 

pression  en  faisant  n — ^dans  la  formule  (2);  de  sorte  que 
ce  terme  ne  renfermera  pas  de  cosinus,  puisque  cos  (m — 2 n)  X 
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se  réduira  à cos  o = i,  et  il  sera  représenté  par 


m (ni  — i ) . . 


1.2. 


m 

2 


D’où  il  résulte,  quand  m est  pair,  la  formule 

2*~'  cos1"  x = cos  mx  ■+■  m cos  ( m — 2)  x 


m (ni  — 1) 


1 . 2 


1 ( m — 4)x  ... 


(?) 


'»('»  — O ••  +« 

o m 

1.2.3.. . — 

2 


Au  moyeu  des  formules  (o)  et  (p),  on  peut  former  le  ta- 
bleau suivant  : 


2 cos 1 x = cos  21+  i, 

4 cos 3 x = cos  3 x 4-  3 cos  x, 

8 cos* x = cos 4x4-4 cos  2 x 4-  3 , 

16  cosix  = cos 5 x 4-  5 cos  3x4-10  cosx, 

3a  cos*x=rcos6x  4-6cos4x  4-  i5  cos  2x4- 10, 

64  cos ! x = cos  7 x 4-  7 cos  5 x 4-  2 1 cos  3 x 4-  35  cos  x. 

120.  Il  s’agit  maintenant  de  calculer  les  séries  qui  ex- 
priment sinm  x.  Pour  cela,  développons  (u — v)m  d'après 
la  formule  du  binôme  , il  vient 


( u — v)m  = um  — m (uv)  m™-’  4 m (m  — 1)  ( uv )5  um~* 


— — - ni  ( m — 1)  (ni  — 2)  (kp)3  m"-s  4-, 


Or  uv  — 1 ; donc 

(4) 


(u  — p}™  = um  — mum~i  H — m (m  — 1)  um  ‘ 


m (m  - 1 ) ( m — 2)  um~R  4-  . . . 
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Changeant  ueni'ett'enu,  on  aura 


( V U )m  = 1 


;>■— 3 H — m [m  — 1)  vm~ ‘ 


(5) 


2.3 


1 (m  — 1)  (m  — 2)  p"*-*  -t-.  . . . 


Cela  posé,  si  m est  un  nombre  pair,  alors  (« — v)m  = (i' — n)m; 
ajoutant  les  équations  (4)  et  (5)  membre  à membre,  on  aura 

2 (u  — p)m  = (a  "4-  p”)  — m («"—’-f-  c"-1)  -+-  - m{m — I ) («"•— 


Mais 


2.3 


ni  [m  — i ) ( /tï  — 2 ) ( « "~c  H-  p ■-* 


donc 

(6) 


u — (>  = 2 y/ — i sin  x,  um  vm  — 2 cos  mi, 

«"“’-f-  Pm— J=  2 COS  (/N  — 2 ) X . . . ; 


(»✓=■«  sin  x)“  = cos  /?u  — cos  ( m — 2 ) x 
+ — i ) cos  ( m — 4)x  — .... 

Ce  développement  contiendra  le  nombre  impair  m -+-  i de 
termes.  On  démontrera  , comme  dans  le  numéro  précédent , 
que  le  terme  du  milieu , lequel  contient  l’arc  zéro , a pour 
expression 

, 

m 

1.2... — 

2 

et  que  les  termes  pris  à égale  distance  des  extrêmes  sont 
égaux  et  de  même  signe.  D’où  il  suit  que  l’équation  (6) 
pourra  s’écrire  sous  la  forme  plus  simple  et  finie, 

I _____  m 

“(2  \[ — 1 sin  xf  — 2'"— 1 ( — 1 )~ sin™x  = cos  mx — m cos  (m  — 2)x 


- - m (m  — 1 ) cos  ( m — 4 ) * • • • ± ~ 


m (m 


■>-(?-) 


m 

1.2.3...— 

2 


1».  . w 

exempte  cl  imaginaires,  car  - est  entier. 
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Lorsque  ni  est  impair,  on  a ( u — e)"‘  = — lv  — u)"‘. 
Retranchant  l’équation  (5)  de  l’équation  (4),  il  viendra 

2 ( « — <>)m  xz  (u'n  — — ni  (u — v ) 

-+-  m ( ni  — 1 ) ( um~'  — . 


Or 

« — v — 2 — I 

sin  x , 

II 

« 

II 

e 

& 

1 

E 

1 sin  mx 

donc 

( (2  si—  1 

sin  x )" 

(7) 

\ f sin  mx  — m sin  (ni  — 

2)  x 

_-f-  ~ m (m  — 1 ) sin  (ni  — 4)  x 


.U 


Le  terme  de  ce  développement , qui  en  a n avant  lui , sera 
exprimé  par 

(O;  r„  = ± -= \/  — isinim  — 2 n)x. 

1 . 2 . 3 . . . n 

On  montrera,  comme  précédemment,  que  les  termes  de 
là  série  ( 7) , qui  se  trouvent  à égale  distance  des  extrêmes , 
sont  égaux  ; et  comme  ces  termes  sont  en  nombre  pair  ni  ■+■  1 , 
la  première  moitié  des  termes  du  développement  (7)  est 
égale  à la  seconde  moitié.  Le  dernier  terme  de  la  première 

moitié  , à savoir  le  terme  du  rang  — , se  déduira  de  la 


formule  (8),  en  y faisant  n = 


-•  Ce 


terme  sera  donc 

ni  (ni  — 1 ) . . . ^ 


in  -+■  1 


■ sin  x, 


1.2.3... 


et  contiendra  le  sinus  de  ^l’ arc  simple.  Ainsi,  ni  étant 
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(r) 


on  aura 

m—i 

(y/_ 

2m~'  sin”  x = ( — 1 ) 2 2*~'  sin”  x 

= sin  mæ  — 

-//isin(/n  — i)z  +\m{m — 1)  sin(/w  — 4)x. 

m ( m — 

■)■••(=£+■)  . 
sm  x. 

4- 

résultat  dépourvu  d’imaginaires , puisque  — - — est  entier. 
Les  formules  (q)  et  (/•)  donneront 
2 sin'x  = — cos  2 x 4-  i , 

4 sin!  x = — sin  3 x 4-  3 sin  x, 

8 sin  * x — cos  4x  — 4 cos  + 3, 

16  sin5x  = sin  5 x — 5 sin  3 x 4-  10  sin  x, 

32  sin'x  = — cos  6 a-  -t-  6 cos  4 x — i5  cos  2 x 4-  io , 

64  sin:  x = — sin  7 x 4-  7 sin  5 x — 21  sin  3 x 4-  35  sin  x. 


Expressions  générales  des  logarithmes. 

121 . Si  dans  la  formule  déjà  obtenue 

x — 1 = /( cosx  y/ — 1 sin), 

on  fait  x = 2 rut,  n étant  un  nombre  entier  positif,  puis 
x = ( 2 n -t-  1 ) ir  , 
et  si  l’on  observe  qqe 

cos  2 n n =z  1 , sin  2 n x — o , 
cos  (2  n 4-  1)  n = — l et  sin  (2/1  4- 1)  ir  =:  o, 
il  viendra  ces  deux  égalités  , 

(fl)  / ( 4-  1)  = 2 nn  — 1, 

(h)  l ( — ï)  = (2  « 4-  1)  ir  I . 
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Donnant  à n les  valeurs  o,  i , 2 , 3, . . . , on  aura 

10  / 7r  y'  — 1 , 

2 7T  ^ — i,  l 3 7T ^ — 1, 

4 JT  ^ 1 , (*0  f ( I ) = | 5 TT  \J I , 

6 n v'—  1 , F 7 1T  V—  1 , 

Cela  posé , il  est  clair  que , L désignant  toujours  les  loga- 
rithmes dans  un  système  quelconque  dont  -+-  a est  la  base, 
on  aura 

L(K)  = L(K.i)  = LK-+-L(-4-i), 
L(-K)=L(K.-i)  = LK  + L(-i). 

Maintenant  rappelons-nous  que  pour  changer  les  loga- 
rithmes népériens  en  d’autres  d’une  base  quelconque  a,  il 
suffit  de  multiplier  les  premiers  par  le  module 


d’où 


L ( H-  1 ) = m/ ( —H  1 ) , L (—  1)  = ml( — 1).  . . . 

Alors  les  deux  équations  précédentes  deviendront 

LK  = LK  ■+■  ml  ( -f- 1) , L ( — K ) = LK  -+-  ml  ( — 1). 

Substituant  à la  place  de  / ( -4-  1 ) et  de  / ( — 1)  leurs  va- 
leurs (c) , ( d) , il  viendra 


LK , | LK  -f-  m tt  \ j — 1 , 

LK  -4-  2 /w  7 1 \j  — 1 , 1 LK  -f-  3 m n — 1 , 

L(— K)=<  

LK  + 4»m  v — 1 , . I LK  -+-  5 m n y — 1 , 


Donc,  lorsque  la  base  d’un  système  de  logarithmes-est  po- 
sitive, tout  nombre  a une  infinité  de  logarithmes  qui  sont 
tous  imaginaires,  s’il  est  négatif;  et  dont  un  seul  est  réel, 
s’il  est  positif. 
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122.  L’équation  (b,  121)  donne 

_ '(-O 

n — . — r 

(2/1  -f-  l)  y — I 

qui , pour  n = o , devient 

'(-*) 

7T_  — = , 

• v—  « 

expression  singulière  de  la  demi-circonférence  due  à Jean 
Bernoulli. 

On  obtiendra  une  autre  valeur  de  71  en  faisant  x = - dans 

2 

la  formule  (A,  112),  qui  alors  devient 

TT  / 1 * 

-v— i = /V—  1, 

d’où  - 

2 / y/ — 1 

\/~  ‘ 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  expression,  donnée  par  Leibnitz, 
revient  à la  précédente,  puisque 

ïl\J  — I “ 2 / ( — !)'»=/(  — l). 

123.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  le  calcul  d’une 
série  propre  à donner  le  logarithme  népérien  de  1 -+-  ecosv. 

A cet  effet , posons 

cos  v -+-  y/  — 1 sin  <>  = y , 


/ — • 1 , 1 r1  -t- 1 

cosr — y / — 1 sin  v = -1  2 cos  » = rH — = ; 

y y y 

il  viendra 

2 

Y * -4 y -4-  1 

, 2r  -I-  e(  *•’■+■  1)  c eJ 

1 4-  e COS  v = — — =r  -•  — 

iy  2 y 

A 

, 2 

Egalant  à zéro  le  trinôme  - y -I-  1 , on  trouve 

— 1 -f-  y/i  — c '1  — 1 — y/  1 — e 1 
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pour  scs  deux  racines,  lesquelles  sont  réciproques  l'une  de 
l’autre,  puisque  leur  produit  doit  être  égal  à l’unité.  Nous 
ferons  donc 


-t-i  — — e7 ^ -+-  i 4-  \/ 1 — e7  i. 

— A , — r*  ? 

e r a 


■ 

r+^  + '=  (y  +x)(^‘4*0’ 


d’on 
puis 

i + ccosp  = ^-(.r-f-x)  (r  + ^ =^(  n-  >/-')('  + *.rT- 

Passant  aux  logarithmes,  on  aura 

/(i  4-  ccos  e)  = / 4-  /(i  4-  >r-1)  4-  / (i  4-X/). 

Mais  la  formule  (A,  101)  donne 

/(l4->/)  = >y-|Vj-»4-iX>^-1-fVy-*4-..:,  . 

/(,  -h\y)  = iy-\vy'+yi3y3-ivyl+.... 

Donc 

(i)  l(t  4..cos.)=;i+»^(j.  + i)_ii"^.+  i) 


H 


y H : 

y. 


Maintenant  nous  observerons  que  les  égalités 

cosr4-v/ — isinp=r,  cose — d — i sine  = -> 

r 

donnent 

(cos  v 4-  \f—~i  sin  i>)*  = cos  mv  4-  — i sin  mv  = yM , 


. ( cos  v — ^ — i sin  p)"  = cos  mv  — ^ — i sin  mv  = — ; 


d’où 


i cos  mv  = ym  4- 
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Ainsi 

2cos2<’=rJH — ;»  2 cos  3 e = y3  H -»•••• 

r X 


Alors  l’ équation  (i)  deviendra 
, / '*« 

(2  )/(i -+- ecose)  = / — ■+•  21 


X cos  v X1  cos  2 e -f-  ,rX3  cos  3 v 

2 3 


— 7 X*  cos‘  p -t- . . . . 

4 


Or,  les  valeurs  ci-dessus  de  X et  de  - donnent 

4-X’ 


d’où 


enfin 


Ï~X+X^  X 


2 A 


\\  ' 


1 + V 2 X 1 -4-  X3 

— /(l  -+-  X*); 


■V 


et  l’on  peut  écrire  l’équation  (2)  sous  la  forme 
/(l-f-l'COSv)  = /(l  -f-X’)-(-2(XcOSP — 7X1C0S2('-t-y  X3  cos  3 e — ...). 


Valeurs  des  quantités  qui  se  présentent  sous  l’une  des 
formes  indéterminées  * , §§-,  o X 00  , o",  00  °,  i00  . 

124.  Supposantquedeuxfonctions  réelles  de  .r,  F (#),_/(#) 
s’évanouissent  l’une  et  l’autre  pour  x=a:a  étant  une  quan- 
tité arbitraire,  il  s’agit  dedéterminer  la  valeurde  la  fraction 

F(«) 

f(°) 

Soit  h une  quantité  convergente  vers  zéro,  on  aura  (67) 
F(x-f-  h)  = F(x)  +/iF'(x  ■+■  SA). 

Faisant#  = a,  et  observant  que,  d’apres  l’hypothèse, 
F(«)=o, 

il  viendra 


F (a  -h  h)=  h¥'{a  + h h). 


1^6  CHAPITRE  TROISIÈME. 

On  trouvera  de  même 

/(«  -+-  A)  = /»/'  (a  -h  0/i);  • 

donc 

F(a-)-A)  _ F'  (a  -+-  Oh) 
f[a  + h)-  f!  (a  + Oh)' 

et , par  suite  , en  faisant  h = o , 

F(«)  _ F» 

/(«)  /»' 

S’il  arrive  qu’on  ait  encore 

F'(«)  = o et  f(a)  = o, 
on  en  conclura  que 

F {a)  _ F "(a)  • 

f{a)-T7UŸ 

ainsi  de  suite.  De  sorte  que,  n désignant  l’ordre  des  deux 
premières  dérivées , qui  ne  s’annulent  plus  à la  fois , on 
aura 

F(a)_F"(a) 

/(«)-/»(«)• 

D’où  il  suit  que,  pour  avoir  la  valeur  d’une  fraction  qui 
devient  f pour  x = a,  il  faut  prendre  les  dérivées  du  nu- 
mérateur et  du  dénominateur  jusqu  à celles  du  même  ordre 
qui  ne  deviennent  pas  nulles  en  même  temps , puis  mettre  a 
pour  x.  Si  F"  (a)  et  f"  (a)  ne  sont  ni  zéro  , ni  infinies  , la 
valeur  de  la  fraction  proposée  sera  finie  pour  x = a ; elle 
sera  au  contraire  infinie  ou  nulle  selon  qu’on  aura  seule- 
ment^" (a)  = o ou  F"  (a)  = o. 

Ainsi,  pour  x = 2 , 

. x1  — x — 2 2.x  — 1 3 

x1 — 2 x‘ — tjx-+-%  3xJ — 4x  — 4 0 ’ 

x3  — 1 2 x 1 6 3 x’  — 12  6x  îa 

x3  — 3xJ-t-4  3 x7  — 6x  fix  — 6 6 2’ 

pour  a:  = c, 

ax ’ — 2 acx  ac1  2 ax  — 2 ac  2 a a 

bx 1 — 2 bcx  -+-  bc3  2 bx  — 2 bc  2 b b' 
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pour  o:  = o, 


e * e*  c 1 sin’x  2 sin  x cosx 

■ — 2 • — — = o. 


sin  x cosx 

sin  x cos  x 


i 


2X 


- = 00 


i — cos  x sin  x cos  x i 

! “5 
2 


e1 — e~x  — 2 x 


x3  2 x . 2 

' — 2 ex  — <?-*  e*+  e~x 


x — sin  x i — cos  x 

a* — bx  a*  la  — bxlb 


sm  x 


cosx 


= 2; 


x i 

/fl-+-x) 


• ,,  -3  e1  — I e1  I 

— /a — lb  — 1 — , = ___=0D 

b x"  «x"- 1 o * 


i * i 

— — - : nxn-'  = - = co  , 
H-x  o ’ 


(i-4-x)m — i «(i-t-xy'*-' 

- — i — = ~ , 7 =”  (»«); 


pour  x = i , 


lx  i _ 

x — 1 x 


x"— i 


• = NX"-1  — « , 


X»  — x x[x*(i  -+-  lx)  — l] 

1 — x -i - lx  I x 


— — xI{(1  + /x)[i  4-x(i  4-  /x)]  -4—  I | — f—  i = — 
Pour  u = ^ ? l’équation  polaire  de  la  quadratrice , 


(H 


TT 

- COS  U 
2 


devient  { ; prenant  les  dérivées  par  rapport  à « , on  aura 


TT  . 

- sin  u 

2 


4 


'■ 


> H 

^ -•  J21 


et  n = ~ donne 

2 


r 


7T 

2 


■ V j-J 


12 
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L’équation  aux  coordonnées  rectangulaires  de  la  même 
courbe,  savoir  , 

' x 


X 


col 


l(~) 


devient  aussi  J pour  x — o. 
Partant 


. 7T  (r  — x 
sm1  - ( 

2 \ X 


7T 

. 7 x r — x 

\ ~ 

n 

— J 

; sin’  - 

i • 

2 r 

2 \ r 

y 

2 r 

. 7r  ( r — x\ 

rsin’  - I ) 

a \ r j 


et  pour  x =o, 


n 

2 


F t r ) 

125.  Si  les  deux  termes  de  la  fraction  -f— 2 deviennent 

/(*) 

infinis  pour  x = a , les  quantités  7Jx]  s évanouiront 

en  attribuant  à x la  même  valeur,  et  l’on  retombera 
dans  le  cas  déjà  traité  puisque 


F(x)  __/(*) 

f(x)  » 

F(x) 

Ainsi , prenant  les  dérivées  des  deux  termes  de  la  dernière 
fraction , on  aura 


F(*) 

/(*) 


/'(x) 
f(xy 
F'(x)’ 
F (x)’ 
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OU 

F(x)  F(*)»  /'(x) 

f(x)  f(xf'  F'(x)’ 

supprimant  ici  le  facteur  commun  aux  deux  membres,  on 
trouvera 

F ( * ) F'  (x) 

f(x)  -/'(*)' 

D'où  il  suit  que  la  véritable  valeur  de  la  fraction  - (f  \ qui 

/(x) 

se  présente  sous  la  forme  indéterminée  ® pour  x = a , coïn- 
cide avec  la  valeur  correspondante  de  la  fraction  F en 

/'(*)  . 

sorte  quc^.,  j-j  sera  la  vraie  valeur  cherchée,  si  F'  (a)  et 

f (a)  ne  sont  ni  nuis  ni  infinis. 

Mais  si  les  dérivées  F' (x)  et  /'(x)  deviennent  elles- 
mêmes  infinies  pour  x = a,  et  s’il  en  est  ainsi  jusqu’aux 
‘dérivées  de  l’ordre  n exclusivement,  on  aura 

F'  { « J F"  ( «)  F"  (a) 

/'(«)  /"(«)  /■(«)’ 

et,  par  conséquent , 

F(o) F* (a ) 

/(«)  ~/"(«)  ’ 

c’est-à-dire  que  la  vraie  valeur  d’un  rapport  qui,  pour 
x = n,  se  présente  sous  la  forme ^ , n’est  autre  chose  que 
la  valeur  du  rapport  des  dérivées  qui,  les  premières,  ne 
deviennent  ni  infinies  ni  nulles  à la  fois  pour  x = a. 
Exemples.  -r~  Pour  x = o, 

cot  x 1 cos  x 1 

• cosécx  sin1  x ‘ sin'x  ~~  cosx  1 ’ 

cot  x x sin*x  x i 

12. 
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l8o 

pour  X = 00  , 

a*  a*  la  Lx  Le  1 

xi  ’ x x xla 


126.  Il  peut  se  faire  que  l’hypothèse  x — a annule  les 
fonctions  F (x) , f (x) , et  rende  indéfinies  toutes  leurs  dé- 
rivées. Alors  il  faudra  substituer  x + h au  lieu  de  x , puis 
effectuer  les  réductions  ainsi  qu’on  va  le  voir. 

Puisque  F (x),  f (x)  deviennent  zéro  pour  x — a , il 
s’ensuit  qu’en  posant  x = a -f-  h , ce  qui  donne  F (a  + h) , 
f [a  h) , ces  quantités  doivent  se  réduire  à zéro  en  même 
temps  que  h.  Nous  poserons  donc 

= 

car  alors  h ==  o donne 

F (a)  = o. 

De  même 

/ (a  + h)  = G/i"  + H A"-t-. , . . 


Les  seconds  membres  sont  ordonnés  par  rapport  à h , et  les 
coefficients  A, B,...,  G,  H,...,  sont  indépendants  de  //. 
On  a donc 

F («  -f-  h) A hx  -+•  B h?  ■+■ . . . 

/(«  + h)  ~ G h"'  -f-  H h"  -f-  . . .' 

i°.  Si  a.  — m,  on  divisera  le  numérateur  et  le  dénomi- 
nateur de  cette  dernière  fraction  par  h"‘,  ce  qui  donnera 

F(«  + /1)_AH-B^-m  + ... 

/(a  h)~  G + HiM+. . . ’ 


et  ce  résultat  devient,  pour  h = o, 

F (fl)  _ A 
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20.  Quand  «^>m,  on  a,  en  divisant  par  la  puissance 
de  h la  plus  basse , 

F(«+/i)  _ A h*—"'  b h^~~'n  -4- . ■ . 

G + H hn~m  + . . . 

et  faisant  ensuite  h = o,  on  trouve 

F (a)  o 
f(a)~Q~°- 

d°.  Lorsque  a ni,  on  divisera  par  A“,  ce  qui  donnera 
F(«-M)  _ A-t-BA'3~a-t-  . . . 

f (a  ■+■  '•  ) ~ G/im~*  -+-  H /in~a  + . . 
d’où  il  résulte , pour  h = o , 

F (a)  A 

/■/  î ■ — co  • •* 

f{o)  o 

Ainsi,  toute  fraction  dont  les  deux  termes  s’évanouissent 
pour  X = a peut  être  déterminée,. et  sa  valeur  ne  dépend 
que  des  premiers  termes  À/i“,  G hm  des  séries  ascendantes 
qui  composent  son  numérateur  et  son  dénominateur.  11 
suffira  donc  de  calculer  ces  deux  termes;  on  supprimera 
ensuite  tous  les  facteurs  communs  qu'ils  renferment,  et 
enfin  l’on  posera  h — o. 

Cette  méthode  peut  s’employer  dans  tous  les  cas;  elle  est 
même  la  seule  possible  lorsque  la  valeur  particulière  de  x 
fait  disparaître  des  radicaux  ou  des  facteurs  élevés  à des 
puissances  fractionnaires.  Elle  est  d’ailleurs  plus  commode 
que  le  procédé  de  la  différentiation , quand  celle-ci  devient 
compliquée  ou  doit  être  réitérée  beaucoup  de  fois. 

Par  exemple , la  fraction 

\[x  — \Ja  - (-  y/x  — a 
^x’  — 

prend  la  forme  £ lorsque  x — a,  et  pour  la  même  valeur 
de  x les  dérivées  successives  du  numérateur-  et  du  dénomi- 
nateur sont  constamment  infinies.  Posons  ,r  = n-|-/t;  il 
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(a  4-  A Y — «’  4-  A‘  A’  4--j-«  ’ A 4- . , 


(2  ah  4-  A1)’ 
h'  4- . . ■ 


h' (2  a + hf 

I 

jn'  ' • 


(2«)TAT-K 

qui  est  la  vraie  valeur  cherchée. 

On  trouvera  de  même  que  pour  2 =4, 

a*~'  — 1 fila. . . 


7(5  — x)~~  — A 

pour  x — 1 , 


— la, 


v'*— 4 _ at. 

Vx  — 2 — ...  ^A' 


y/x*  — i — Vx  — 1 _ A’  (2-)-  A)»  — A’ 


. (x — 1)+  — 3 A 3 (4-h  A)*  4-  A 

A’  A 


A — — 
/x  2 


1 — x 4-  /x  2+  3 
1,  = r- r- =4-1. 


sin (x  — 1 ) . A1  ’ 1— .y^x— xJ  AJ  A' 

6+-"  . 

Lorsque  .r  = o réduit  une  fraction  à la  règle  précé- 
dente revient  à effectuer  les  développements  indiqués  dans 
chaque  terme. 

Exemple.  — Pour  x = o , 


4-  x/fl  4-  x! 


,r  Æ 


127.  Supposons  maintenant  que  l’hypothèse  ar  = a donne 
F (27)  =0,  et  f{x)  = ao  , ou  réduise  le  produitF  (x).f(x) 
à la  forme  o . oc  . O11  posera 

y x ; = 


?(*) 
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d’où 

F (a:) 


F (x)  . f[.v)  = 


<p  (x) 


et  cette  fraction  devient  ~ par  la  valeur  x = a.  On  peut 
encore  faire 


F(x)  = 


alors  x — a donnera  w (x)  — oo  , et  le  produit  proposé  se 

changera  dans  lerapport  dont  les  ternies  seront  inlinis 

pour  x'=  a.  Ainsi , de  l’une  ou  de  1 autre  manière,  on  sera 
ramené  à l’un  des  cas  déjà  traités. 

Exemples.  — Pour  x — o , 


x/x  = iL  = . 


X~  ' X" 


: — X = O , 


/ (l  — x)  cot  X 


^ / (-1  — x)  cos 1 X 


tang  x 

r*  • 


, Ix  X ~ 

xa  . Ix  — == 

x~~a  — ax~^—x 


- x“  __ 


pour  x = oo 
poür  x — 1 , 


i 

* e*  xcz  ° * 


/ \ n x 
\i  — x ) tang  — = 

2 7T  X 


COt 


x _ sin7—  • * • n 2 

2 2 *2  7T ? 


2 


pour  x = a , 


7T  JT 

tang  — 
2 a 


x1  n x a { v*  — a* 

— : COl  

a ( X*  — o')  2 a 


r2  a (x2  — a 2) 


w .r 

•r7cot  — ' 
2 a 


2 (IX 


2 a1 


_ 4 « 


TT  X 

2 X COt X‘ 

2 a 


7T 

2 a 


a n 

2 
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128.  Cherchons  enfin  quelle  doit  être  la  vraie  valeur  de 
l’exponentielle  F (x)f^  lorsque , pour  x = a , elle  se  pré- 
sente sous  l’une  des  formes  o°,  co  °,  i-® . 

On  a 

/F  («)/<*>  = fx.l  F(x), 

d’où 

F _ elf(*) J-  ; 

il  s’agit  donc  de  calculer  la  vraie  valeur  de  l’exposant 

[/(*)-]’ 

laquelle  sera  ce  que  devient 

F '(x)f(xy 

“F  (*)/(*)■  P0UrX  = fl’ 

• Applications.  — On  trouvera , pour  x = o , 


a:  x/jt  --i  — , 


i J(l-4-x)  » 


x =c  = e*~‘ = e — I,  (i-t-x)r  = 


e x =e'+x=, 


l cos  mx 


(cos  mx )x  =r  e 
pour  x = i , 


— fHSmmi 

e = «°  = i ; 


tr 


x x=e'~xx=e  x — c — ~ î 


pour  x — oo 


« lx  ! 

x*  = = «*  = i , 


i i(Ax"+  Bx"»-' . . . T). 

(Ax"  4- Bx"-1 . . . 4- T)*  = e x~~ 


' — c°  — I . 
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Quelques-uns  de  ces  résultats  méritent  d’être  remarqués  5 
tels  sont 


o°  = 1 , 


00  °=  1 , 


provenant  respectivement  de 


t 

pour 

x = 0, 

(1  4-xf, 

1 

pour 

x = 0, 

1 — X ’ 

X 

I 

pour 

X ■=.  I, 

x*. 

pour 

X = oc 

Décomposition  des  fractions  rationnelles. 

129.  Soit  , une  fraction  rationnelle  irréductible, 

dont  le  dénominateur  désigne  un  polynôme  en  x du  degré  m , 
ou  de  la  forme  x“  -j-  Px"'1  4- ...  Sx  4-  T,  et  le  numéra- 
teur un  autre  polynôme  en  x du  degré  m — 1,  au  plus. 
Supposons  qu’on  ait  calculé  les  racines  réelles  et  imagi- 
naires de  l’équation 

F(x)  = o, 

et  que 

x“  4-  P.*""-'  4-  Qx™-’  ...  4-  Sx  4-  T 
= (x — a)(x — b). . . (x  — h)". . . (x’  +px-hq)  ■ . . (x'4/>i4i/)". 

Nous  décomposerons  la  fraction  — -,  { en  d’autres  fractions 

F (x) 

de  la  forme 


A B Cx  4-  D Ex  4-  F 

x — n'  (x  — A)"’  (x—  «y  4- [(x  — a)’ 4-  P’J"’ 
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les  facteurs  de  (.r — a)*- j—  /S*  étant  imaginaires,  et  A , B. 
C,  D,  E,  F,  désignant  des  constantes  qu’il  s’agit  de  déter- 
miner. 

Premier  cas.  — Calculer  directement  le  numérateur 


d'une  fraction  composante  de  la  forme 

f{x)  A 


F(x) 


x — a 

y (■*’) 

w ( x) 


-•  Soit 


? (•*)  j / . « 

désignant  la  somme  de  toutes  les  fractions  partielles, 
à l’exception  de  celle  que  l’on  considère;  on  aura 

/(•*)  = A«(*)  + (i-o)f(*),  F(x)=(x  — a)u(x). 

La  première  de  ces  deux  équations  devient,  en  y faisant 

/(a)  = Au(a), 


x = a , 
d’où  l’on  tire 


A -/(«). 


et  la  seconde  étant  dilférentiée  conduit  à 

P' (x)  = w (x)  rf-  (x  — a)  w'(x), 
qui , pour  x—a,  fournitla  valeur  to  (a)  =;  F' (a),  et  alors  A 

Ainsi , pour  évaluer  le 


se  trouve  transformé  en  A = ^ a ' 


rt«) 

numérateur  de  toute  fraction  partielle  qui  répond  à un  fac- 
teur simple,  x — a , du  dénominateur  F (.r) , il  suffit  de 


substituer  la  racine  a pour  x dans  ■— 


f{x) 


F'(x) 


11 


ne  peut  pas 


arriver  que  F'  (x)  devienne  zéro  pour  x = a lorsque  F ( x) 
n’a,  ainsi  qu’on.le  suppose,  qu’une  seule  racine  égale  à a. 
Car,  dans  cette  hypothèse , a n’étant  pas  racinede  « (r)  = o, 
w (fl),  ou  son  égal  F/  (fl),  ne  saurait  s’évanouir. 

Exemples . 

i _ — i _ A B 

a1  — x'  x’  — <i’  x + a + x — a . ■ 


•Digitizod  by  Google 


APPLICATIONS  ANALYTIQUES  OU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  I 87 

En  faisant  x = ■ — a,  on  trouve 


A = ■ 


2 a la 
Faisant  ensuite  x î=  a , il  vient 

B = — , 

2 a 

et  finalement, 

1 1 


1 


a ' — x1  1 a \x  a x — a 

Soit  encore 

1 — x 


) X X1' — x‘ 


on  posera  x3  — x*  — 6x=o,  d’où,  en  calculant  les  ra- 
cines de  cette  équation, 

x3  -)—  x’  — 6x  = (x  — 3)  (a:  — 2)  x. 

On  fera  donc 

1 — x x — 1 A Iï  C 


bx-i-xJ — x3  x3 — .x3  — 6x  x — 3 i + a x 
et  donnant. tour  â tour  à x les  valeurs  3,  — 2,  o,  on  aura 
3 


A = — ■>  tt  — 1 C = -t  ; 

10  b 


de  sorte  que 
• 1 — x 


ix  -+-  x3  — x3  i5  (x — 3)  lo(x-t-a)  6; 


Deuxième  cas.  — Lorsque  le  dénominateur  de  la  fraction 
proposée  contient  plusieurs  facteurs  égaux  du  premier  de- 
gré, la  décomposition  en  fractions  partielles  pourra  s’efléc-  • 
tuer  de  la  manière  suivante.  Soit  F (x)  = (x — _«)M,  do^  . 
sorte  que 

f \x) /«-“-1  -+-  yx1"-'  sx  + t 

K(x)~~  (x  — a)'" 
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Posons  x — a — h,  ou  x = a h , il  viendra 


hm  A'" 

Remettante  à la  place  de  «4- A,  et  x— a au  lieu  de  A,  on 
aura 

/(*);._  /(«)  , /'(«)  . « /"(«)  . 


(x — a/"  (x — a)™  (x  — a)™-1  2(x — a)'"-1 

» fm~'  (a) 

, 2 . 3 ...  (a»  — i)  x — a 

Les  numérateurs  /(a) , f (a),  f"  (a)  . . . (a)  sont 

des  constantes'  provenant  des  polynômes  J'(x) , f (e), 
f"  (.*•)  . . . (e),  dans  lesquels  on  a fait  x = a.  En 

supposant 

/(«)  — y (a)  =r  A«_,, 


/"{„)_  /—(«) 

a *»>•••>  2.3  . . . (/n  — i) 


— A,  , 


A»i_i 


A (R— J 


il  viendra 

/(æ)  _ A, 

.F(x — a)”*  (x  — a)”'  ' (x  — a)™-1  ' (x  — a)"-’  ^ (x — a) 

Les  quantités  Am,  Am_!,...,  A,,  sont  des  nombres  entiers , 
puisque  J'(x)  et  scs  dérivées  ne  contiennent  que  des  puis- 
sances entières  et  positives  de  X. 

Exemples. 

ax1  — qx-t-i4 A.,  A,  A, 

(c — a)3  (x  — 2)3  (x  — 2)’  x — 2 1 

A3 4,  A 3 “ I 3 A 1 “ 2, 


el 


2 x3  — g x 4-  1 4 4 


X3 6x3  +I2X 8 (x 2 J3  (x  2)’  X 2 

3 x 1 A3  A2  A, 

(x  — 2)3  (x  — 2 )3  (x  — 2)’  (x  — 2)’ 


A 3 — 5 y A j — 3 3 Ai  ~ o j 


3 x — 1 _ 5 , 3 

(x  — a)3  (x  — 2)3  (x  — 2)* 
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Supposons  maintenant  que  le  dénominateur  F ( X ) ren- 
ferme, outre  le  facteur  ( x — d’autres  facteurs  diffé- 
rents quelconques.  Il  est  clair  qu'en  représentant  par  - ■■ 

Cm  ( X J 


la  somme  des  fractions  partielles  dues  à ces  facteurs,  on 
aura 


f{X)  A,,  Àm_|  ....  , f (X) 

F(x).  (x — fl)"  (x  — aY~'  x — a «(x) 


Les  polynômes  J(x)  et  w (a:)  ne  contiennent  pas  le  facteur 
(x  — a) , et  ne  se  composent  que  de  puissances  entières  et 
positives  de  x,  d’où  il  résulte  que  l’hypothèse  x=a  les 
réduira  à des  nombres,  ainsi  que  leurs  dérivées  f(z), 
f"  (x) , . . . , m'  (x)  , ai"  (x)  j . . . . L’équation  précédente 
donnera 


/(x)  = Amw(x)-+- Am_,  (x  — a)  «(x)  + Am_..  (x  — o)’»(x). . . 
-f-  f (x)  (x  — a)". 

Faisant  x = a dans  ce  résultat  et  dans  ses  dérivées  succes- 
sives , il  viendra 

J 

f (<j)  = A™  w (a),  /,  (fl)  = A»,  «'  (fl ) 4-  Am_,  w (a), 

f" [a)  = A„  u“  (a)  -h  2 Am_,  “'(fl)  -A-  2 A 
f"  (a)  = Amw'"(fl)4-3  Am_, &>"(«)-+- 3- 2 A„_i  “'(fl)-i"3 . 2 . 1 A„_jw(fl), 
f,r(a)  = A„  «"'(fl)  -4-4  w" (fl)  4-  4 - 3 A„_,  w"(a) 

-4-  4-3  2 A„,_,  <a'(a)4-4-3.2.I  A„_,  « (a)  , 

(a)  = A «B-'(fl)+(m  -i)A„_1wm-,(a) 

-I-  (rit— i)  (fll— 2)  Am_,(dm— 3(fl).  ..-4-  (»I  — 1)  (w  — 2).  ..2.1  U (fl) 

Ces  égalités  serviront  à calculer  successivement  les  con- 
stantes Am , Am_, ,... , A,,  lorsqu’on  aura  déterminé  w (a) , 
w'  (a),  w"  (a), . . .,  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  valeurs 
que  prennent  les  fonctions  tri(x),  tri'  (x),  fri"(x),.  . . pour 
x = a. 

Le  plus  court  moyen  d’ obtenir  w (.**),  si  I on  ne  connaît 
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pas  déjà  celle  {'onction  par  la  décomposi  tion  de  F (x)  en  ses 
différents  facteurs,  sera  de  diviser  -F(x)  par  (x — 
puisque  F (x)  = (x  — a)m  w (x).  Mais  sans  calculer  w (x), 
on  peut  déterminer  w (a) , w!  (<r) , . . . , de  la  manière  sui- 
vante. 

Rappelons-nous  (54)  que  y et  z étant  deux  fonctions 

de  x,les  dérivées  des  ordres  metm  + i du  produit  yz 

donnent  les  formules 

. . , m (m  — 1 ) ,, 

( yz)m  — yzf"  my  z"-1  H — ; y z™- ’ ■+■ . . .ym  z , 

( yz)m~>~'=yzmw*',-{-  (/w-+-i)y'z"‘-t-  - — y"  zm~' ...  -(-  ym+l  z, 

dans  lesquelles  chaque  exposant  marque  un  ordre  de 
dérivée. 

Maintenant  soient 

y r=w(x)  et  z = (ar — fl)"; 

d’où 

r'  = w'(x),  y"  = w"  (*),..  .,  z' = m (x  — af:-1 , 
z"  = m (m  — i)(x  — fl)"1-’.  . . 
z"  = m ( m ' — 1 ) [m  — a) . . . 2 . 1 , z"+1  = o . 


I .a  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  deux  formules  pré- 
cédentes donnera , pour  x — a, 

F™  («)•=  iw  (/»  — i)  (m  — 2).  . . 2. 1 . w (fl) , 

pi-t-i  ( a ) — ( m -4-  i ) m (m  — 1 ) ...  2 . i w'  { fl  ) ; 

d’où  l’on  déduit 

F™  (a)  ,,  , F'"+l  (a)  • 

M (fl)  = — ; 7-, : 1 « (fl)  — ; > 

1 m(m  — i)(m  — 2).  . .2. 1 (»i -M  ) «•  . 2. 1 

et-,  par  suite, 


w"  (fl)  = 


F"+! ( n ) 

(/«  +*](/»  -4- 1 ) m . . . 2»  1 
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Exemples.  — Soit  la  fraction 

X3  — f-  X*  -f-  2 

x*  — 2 x3  -+-  x ’ 

on  a 

/(x)  = X3-K T1  -1-2,  F (x)  = Xs — 2I1+X  = (^ — I )’  (X  I )*X. 

Posant  (x  -h  î )*  x — ut,  il  vient 


x • -1-  x1  4-  2 A,  A, 

x3  — 2 x3  -f-  x (x  — I )’  x — I 


? i x) 

« (or) 


/'(x)  = 3x5-f-  2 X,* 


/"(x)  = 6x  4- 2,  F'(x)  = 5x' — fix’-f-l  , F"  (x)  — 20  x1 — I2x, 

F"fxl  Fw(x) 

F"'(x)  = 6ox5 — 12,  oi(x)=z—^ — -,  a>'  (x)  = j • 

Pour  x = i , on  trouve 

/■(*)  = 4,  /'(-*)  = 5,  /"(x)=8;  F(x)  = o,  F'(x)  = o, 
F"(x)=8,  F*'(x):=48»  w(-c)  = 4’  w'(x)  = 8;  Ar=  i , A,=  — 


Afin  d'obtenir,  à leur  tour,  les  fractions  dues  au  facteur 
(x  -+- 1 )’,  on  fera 


x3  + x1  -+-  2 
x 1 — 2xJ  -H  x 


B, 

(x-l-i)* 


B,  . +(*) 

H : — 9 ICI 

.r-f-i  tt  (a?) 


n (x)  = (x 


)’x. 


Et  en  opérant  de  la  même  manière  que  lorsqu’il  s’agissait 
de  calculer  A,,  A4,  on  trouve 


B,=  -4,  B,=  -A. 

Donc 

x3— i-  x3  -+-  2 i-  3 i 5 Iî 

X5  — 2X3-t-X  (x l)’  4 (x  — 1 ) afx-f-l)1  4(x-M)"1"^ 

Enfin  B se  déterminera  en  supposant  x = o dans  f(x) 
et  F' (x),  ce  qui  donnera  B = 2.  Partant 


ï’  + ï’+S  i 


3 


X5 2XJ4,t  (x — l)!  4(x— l)  2(x-4-l)2  4 (x  H-  » ) X 
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on  a de  même 
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7 .r3  — 24  x3  4-  J.5  x -H  2 _ 4 3 5 2 

x‘— 5x3+6xa+4j;  — 8 ~ (jr  — a)3  — 2)’  x — 2 + x+t’ 

5x3  — 18  x -h  25  4 2 3 


x3  — 5x’  -f-3x  + 9 (x  — 3 )3  x — 3 x+>' 

» 

Troisième  cas.  — Lorsque  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion proposée  a des  racines  imaginaires,  on  peut  opérer 
comme  dans  le  premier  cas  ; mais  alors  les  numérateurs  qui 
répondent  à ces  racines  sout  eux-mêmes  imaginaires.  C’est 
pourquoi  on  ajoute  ensemble  les  fractions  relatives  à deux 
racines  conjuguées  pour  n’avoir  que  des  fractions  compo- 

santés  de  la  forme  réelle  r- En  effet,  soient 

(*t  — a)3-f-  6 3 

a — 6 \/ — 1,  a -t-  ê \J — 1 deux  racines  imaginaires  conju- 
guées de  F (x)  ; on  aura 


/(*) 

F(x) 


: -H  ê \J—  I 


B . ? (*) 
, r n ; — : ? 

■a-6^-!  “t*27) 


en  désignant  par  ^—r-{  l’assemblage  des  fractions  dues  aux 

U (x) 

autres  racines  de  F (.r).  Ainsi , d’après  le  premier  cas, 


A = 


/(*  -I-  ê \J—  l) 


B = 


/(a  — 6 y/— 1) 


F' (a + 6^—1)  F' (a  — 6 V — |) 

Or,  toute  fonction  de  a.  ■+■  ê V—  i étant  imaginaire,  nous 
pourrons  écrire 

% 

A _ M + N \/~i  _ (M-hN  y^T)  (P-QyCl) 

P 4-  Q \/~t  ~~  ’ P3  -H  Q3 

_ (MP  -t-  NQ)  -4-  (NP  — MQ)  yTT^  _ 

' P3  -H  Q’  ’ 

et  posant 

MP-t-NQ  NP  — MQ 


-Q 


P3 


r = H- 
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il  viendra 

A = G + H J—,  ■ 

Pour  passer  de  cette  valeur  à celle  de  B , il  suffit  de  changer 
le  signe  de  V — i , ce  qui  donne 

B=  G — H v^T ; 

et  l’on  obtient 

A B , 

x — a + ê y — i x — a — 6y/— i 

_ G-t-H  ydl  G — HydT 

x — a -f-  6 y/ — I x — a — 6 \l  ■ — i 

_ tG(x-»)+àH6  __  Kx+L 
(x  — a)*  H- 6’  ~ 

en  supposant 

2G  = k,  -5G«  + jh8  = l: 

Nous  ferons  donc 

f[x) Kx  -f-  L y (x) 

, F{*)  (x  — ftJ’-t-S*  + «(x)’ 

d ou  il  suit 

/{*)  — a ix)  (Kx  -4-  L)  -+-  (x)  [(x  — a)s -f-  6’] . 

Substituant  ifci  à la  place  de  x l’une  des  racines  de  l’équa- 
tion — 

(x  — «)’  -4-  *>’=  o, 

par  exemple  a -4-  6 — i,  on  trouve  un  résultat  de  la 
forme 

7 4-  9 \j- 7 = (.  -4-  A ^^7)4 K (a  -4-  6 yTT)  + L], 

ou 

7 7  7 * * * * *  13  \l  — i = (I.i  + K«i  — KGX;-4-(LX-|-K6«-4-K.aA)y/  — i } 

on  en  déduit  . . 

7 = Lt  -f-  K.  ai  — K6X,  3 = L X -4-  K 6 e — K a X . 

Au  moyen  de  ces  deux  équations  il  sera  facile  de  calculer 
les  inconnues  K et  L.  L’hypothèse  i=«  — ë y/ — i condui- 

i3 
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rail  aux  mêmes  valeurs  pour  ces  deux  inconnues,  puisqu'elle 
reviendrait  à changer  le  signe  de  v — t,  dans  chaque  membre 
des  deux  équations  précédentes. 

Soit 

7 x*  -f-  gx  + 19 
x3  -t-  x — 10 

...  on  a 

x3  -f-  x — 10  = (x — a)  ( —1—  2 x-}-  5), 

et  comme 

i1  + 2i  + 5 = (j  — 1 — 9 ^ — 1 ) (x  — 1 -I-  a y/  — 1 ) , 
au  lieu  de  poser 

7 .r3  -t-  px  -t-  ip  A B 0 

a?3  -t-  x — 10  x — , — 2 ^ — 1 x — 1 4-  9 \/  — 1 * — 2 

ce  qui  donnerait  pour  A et  B des  quantités  imaginaires, 
nous  ferons 

7 x’  9 x -+- 1 9 Kx  + I.  'C 

X3 -I-  X IO  (x-t-l)’  -+•  4 X ?•  ' 

et  les  constantes  K,  L seront  réelles.  Pour  les  déterminer, 
nous  chasserons  les  dénominateurs  de  l’équation  précé- 
dente, et  supposant 

x = — 1 -f-  2 sJ — ï , 

il  viendra 

— ,o  \J~i  = — (K  -t-  3L)  — (8K—  jL)  ;• 

d’où 

1 1 = K + 3 L et  i o = 8 K — 9 L . 

On  en  conclut 

K=2,  L = 3. 

La  règle  du  premier  cas  donnera  C,=  5.  Donc 

7 x'  -t-  9 x -t-  1 q • 2 x -+-  3 5 

x3  -+-  x — io  x3  -t-  2 x H-  5 x — 2 
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On  trouvera  de  même 

x — x + 1 i 

jr’  — ' ~ 3(jr»-|-x-f- 1)  + 3(x  — 1)’ 

+ 1 _ _ x-f-  i 3 

4-  x'  -t-  x -+-  i “ a(xJ+  1)  + 2 (x  + i)' 

Quatrième  cas. — Supposons,  en  dernier  lieu,  que  le 
dénominateur  de  la  fraction  proposée  renferme  des  facteurs 
imaginaires  égaux  du  premier  degré,  ou  que  F (x)  ait 
pour  facteüi'  [(x  — «)*  -f-  6*J",  ceux  du  premier  degré  de 
(x — «)!  -+-  6*  étant  imaginaires.  On  posera 

/(x)_  Ax  + B _ Cx-t-D 

F(x)  [{x  — 6’]"  + ((x-  a y 4-  g1]»-'  + • • • 

Kx  L , ?_(£[) 

(x  — a)7  -+-  6’  w (x)' 

d’où 

/(x)=(Ax  + B)»(x)+(Ci  + D)[(x-«)'+8>]m(i)  + „, 
+ (Ri  + L)[(x-j)’+  6’]"-'  si  (x)  4-  T(x)  f (x  — a)J  + g>]\ 
En  faisant 


dans  cette* équation  et  ses  dérivées  successives,  on  obtient 
n équations  qui  se  partagent  chacun#  en  deux  autres  lors- 
qu’on égale  séparément  les  parties  réelles  et  les  parties 
imaginaires.  Ces  an  dernières  égalités  serviront  à déter- 
miner les  valeurs  des  2 n constantes  A , B , C , D , . . . , K et  L. 
Exemple.  — Soit  la  fraction 

; j'+i8j:i  + 2j)+  i6x74-2x  + 4 
x7  -f-  3 x*  -f-  3 x 1 -I-  x ~ ’ 

la  décomposition  de  son  dénominateur  en  tous  ses  facteurs 
donne 

x’  -t-  3x‘  4-  3x’  -4-  x = (x*  -f-  1)*  X, 

i3. 
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et  l'on  fera 

y i'+  i8.r‘  + 2r’+  i Ci  x3  -}-  2 x 4-  4 
x'  4-  3 xs  4-  3 x3  + x 


Ai  + K Cj  + D Kj+  F G 

(x3  + 1 )3  (x'!  + 1 )’  x3  -4-  1 x 

Chassant  les  dénominateurs,  il  vient 


7 xc  4-  i8x‘  + 2.i'+  i6x3  -4-  2x  + 4 — A x3  -f-  B x 
-H  jCx3  -4-  l)x)  (x3  -4- 1 ) -4-(  E x3  -t-  F x)  (x3  + 1 )3-4-  G (x3-t- 1 )s. 


■ Pour  déterminer  A et  il,  on  posera' 


x3  + 1 = o , 
x = y — 1 ■ 


Substituant  cette  valeur  de  X dans  l’équation  (1),  on  trou- 
vera 

— 1-4-0. y/  — 1 = — A -4—  lî  — 1 * 
et,  par  suite, 

. A = 1 , B = o. 

Afin  d’obtenir  C et  D,  on  prendra  la  dérivée  de  l’équa- 
tion (1) , puis  mettant  dans  cette  dérivée  pour  A et  B leurs 
valeurs  précédentes,  et  faisant  x = ^ — 1,  on  aura 


— 4 -+-  2 ^ — 1 = — 20  + 2(1  — c)  \/—  1 , 

OU  / 

— 4 = — • 2 I)  et  2 = 2(1 — C). 

Donc 

D = 2 et  C = o . 

. . /» 

On  passera  à la  dérivée  du  second  ordre  de  l’équation  (1), 
et  substituant , dans  cette  dérivée  *à  la  place  de  A , B , C , D, 
leurs  valeurs  déjà  connues , ainsi  que  y — 1 au  lieu  de  x , il 
viendra  l’équation 

26+12  y 1 = ( 2 + 8 F. ) + ( 1 2 — 8 F ) ^-—î t 
de  laquelle  011  déduira 

26  = 2 + 8 E et  12  = 12  — 8F, 
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égalités  qui  conduiront  à 

E = 3,  F = o. 

Quant  à G , il  faudra  supposer  x = o dans  le  numéra- 
teur et  la  dérivée  du  dénominateur  de  la  fraction  posée , ce 
qui  donnera  G = 4-  On  aura  donc,  en  définitive, 

7 xs  -t-  i8x‘  4-  2x3  -t-  i6x’  4-  ix  4-  4 
x’  H-  3 x‘  4-  3 x3  -f-  x 

X 2 3x4 

(xJ  4-  i)3  (x’4-.),+  x1  4-  i x 

On  trouvera  de  même, 

— x*  4-  3x*  — 4 x' 4-  4 x — 3 
x‘ — 5x*4-  iîi* — i6x24-i  2x — 4 
x 4- 1 ■ i 

77T.  ————————  — — — f-  1 

(x3 2X4-2)’  x1 2x4-2  X — I 

I 

x»4-  x*4~4x:  4-4x‘4-5xi  4-5æ4  4-2x’4-  ix‘ 

X — I X 1 I I X 1 I 

2(x34-i)’  4(x’4-,)+2x’  2 x 6(x’  4-  2)  I 2 (x-l-  l) 

Développement  des  fractions  en  séries. 

130.  Lorsqu’on  veut  développer  en  série  une  fraction 
rationnelle  donnée,  il  est  souvent  nécessaire  de  la  décom- 
poser en  d’autres  fractions  plus  simples.  Soit,  par  exemple, 

proposé  de  convertir  la  fraction en  une  série 

14 - c cos  P 

ordonnée  par  rapport  aux  cosinus  des  multiples  de  l’angle  v. 
Faisons,  comme  au  n°  ( 1 2,3 ) , cos  v~\~  1 sin  p>  = y , il 

viendra 


3 
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L’équation  y*  + -^4-1  = 0 donne 


— 1 ± v' 1 — 

y — 


Ces  deux  racines  sont  réciproques  l’une  de  l’autre,  puisque 
leur  produit  doit  être  égal  à l’unité,  et,  les  prenant  en 
signes  contraires,  faisons 


— s!  1 — i 


= x, 


■+/ 


I -f-  v 1 — e 1 


d’où 


,>  + îrti  = (ir  + X)(r  + i),  et  -e  = l+[ 


nous  trouverons 


2 

-y 


y7 — y -+- 1 


en  représentant  par  A et  B les  numérateurs  des  deux  frac  - 
tions  partielles.  Pour  déterminer  ces  constantes,  nous 

ferons  successivement  y — — X,  y = — i dans  l’exprès- 


2 


sion  fournie  par  le  numérateur  et  la  dérivée  du  dé- 


zy 


nominateur  dé  la  fraction  qui  compose  le  premier  membre 
de  l’équation  précédente,  ce  qui  donnera 


^ 2 X p 2X 

c 2 ’ e 2 2 

2X  

e e X 


2 

Dr,  à cause  de  - = X -f-  - , on  a 
e A 


2 \ — - — A = - y 1 — * V 

r k e 
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Ct 


Donc 


- — - = > — - — — - 
e X X e 


A = — 


X,  B = 


■ i 

T > 


\/ 1 — e1  ^ 


et,  par  suite, 

(«) 


i __  i / x-' X \ 

i -4-  e cos  v ^ , et  \_r  -4-  X_‘  y -4-  X/ 

= » / ■ Vr-‘  y 

v'i  — eA'  + ^r  * H-Xjr—/ ' 


Maintenant  nous  observerons  que 
I 


et 


Ainsi 


i -4-  A jr 
XjF— 


= i — \y  -4-  \*y'  — X1/*  -4-  . . . 


i -4-X^- 


- = X y~'  — V y~*  -4-  X5_y~ 5 — 


Mais  la  formule  y"‘  H — — = a cos  me  donne  successivement 

• y" 

i i 

, • * y — = 2 cos  v , y2  H = 2 cos  2 v 

y y'  • 

Alors  1 équation  (i)  deviendra 


. (i  — Xcos  v +-  X2cos  a c — V cos  3 <•  4-...). 


i -4-  e cos  v y/,_  Ci 

Cette  série  se  présente  dans  la  théorie  du  mouvement 
elliptique. 

Extension  de  la  formule  de  Taylor  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables.  ' 

131.  Etant  donnée  une  fonction  de  deux  variables  indé- 
pendantes, u — J (x , y),  supposons  que  chacune  de  ces 
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variables  acquière  un  accroissement  quelconque;  il  s’agit  de 
développer  la  fonction  résultante , f (x  4-  h,  j'-l-A),  sui- 
vant les  puissances  de  h et  À.  Pour  y parvenir,  nous  consi- 
dérerons d’abord  la  fonction  f [x  H-  a h) , y 4-  a.  A) , et 
posant 

(i)  F(a)=/(x  -I-  cch,  y 4-<*A), 


nous  développerons  F (a)  suivant  les  puissances  de  a,  d’a- 
près la  formule  de  Maclaurin,  ce  qui  donnera 

F (a)  = F(o)  +«F'(o)+  - F"  (o)  ...  4-  • — — — F"  (6a). 

Nous  n’aurons  plus  qu’à  faire  a = i , dans  ce  résultat,  pour 
obtenir  le  développement  cherché.  Or,  si  nous  étendons  les 
règles  (43),  (53)  à la  fonction  f (x  -I-  a.  h,  y 4-  x A) , 
composée  de  fonctions  linéaires  de  la  seule  variable  x , nous 
aurons , en  écrivant,  pour  abréger, y au  lieu  de 


/(•*-+- JC  A,  r + cxA), 

et  faisant  attention  que 

d(x  + a/i)  rf’(x4-aA) 

rf(*4-«A)  = <ir,  = A,  = <>,..., 


(2) 

(3) 


F>>=fA  + ,7F'’ 


(4)  r-W=^+3^A.i+3^.,M.+^. 

L hypothèse  a = o,  introduite  dans  les  équations  (i),  (2), 
(3),  (4),  donnera 


F (o)  =/(x,  y)  =•«,  F'(o)  = — A 

^ d‘  u f d’1  a d ’ u , 

* lor=_A>+2— AA+—A», 


dr 


d.z‘ 

K»(o)  = A*  -f-  3 -j— 7-  A*i  H-  3 -£L  AA*  4-  ~ -P. 

r/.r:  //,  //.r  rfr1  d}  * 


fl1  U 
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Donc 

(5)  /(x-t-  a/i,  y -f-  a*)  r=  u -4- a ^ ^ 

a.7  (d'n  , d7  il  d7  u , \ a"  , 

i . 2 \ dx 1 dxdy  dy7  / i . 2 . . . « 

Quant  au  reste  qu’on  néglige  lorsqu’on  arrête  la  série  à un 
terme  déterminé , il  faudra  remplacer  a par  6 a dans 

■ dn  f dn  f dn  f 

P (a)  = — — h"  n - f—  h"~'  k -f- h -j — k" , 

dx"  dx"~'  dy  dy" 

d’où 

F"(fl«)=V"/-(x  + 9gA’-r  + 9a<i)A" 

' ' dx" 

+ n i //»-'  * + 
dx"~'  dy 

d"/(x  + Qx/i,  y Qa.k)  ,n 

Puis,  faisant  a = i,  l’équation  (5)  donnera  la  formule  sui- 
vante : - • 

/ ,,  , .,  du.  d'uh'  d‘uh'  d"  f(x-t-6h,r+0k)  h* 

I dx  dx'  ’i  dx'  2.3  dx'  2.3..  n 

du  d'u  , , (Vu  h7 1 d*f(x  + 0h,y+-8k)  h--' k 

dy  dx dr  dx'  dy  a dx*~'  dy  2.3... (» — l; 

d * u k 1 il*  u hk * 

**"  rfr*  3 dxdy1  i "**  * * 

r/*«  A1 

~+~  rr  — 5 -H.  ; «...  ». 

dy*  a.  3 '■> 

-h.  

J n/(xH-0A,rH-0*)  

djn  a . 3 ...  n * 

Si  l’on  attribue  à 9,  dan^  le  dernier  terme  de  cette 
formule,  les  valeurs  qui  le  rendent  le  plus  grand  et  le  plus 
petit  possible,  on  aura,  dans  ce  maximum  et  ce  minimum, 
les  limites  du  reste  qu’on  néglige  lorsqu’on  se  borne  aux  n 
premiers  termes. 
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Ce  n’est  que  dans  le  cas  où  le  maximum  dont  on  vient  de 
parler  diminue  à mesure  que  n augmente,  que  la  série  (A) 
représente  le  développement  de  f (x  4-  h , y -+-  k). 

La  loi  qui  régit  la  formule  précédente  est  manifeste.  Le 
second  terme  est  la  différentielle  complète  du  premier  ordre 
de  la  fonction  f (x,y) , où  l’on  a mis  h au  lieu  de  dx  et  k 
au  lieu  de  dy.  Le  troisième  terme  est  la  dillërentielle  com- 
plète du  second  ordre  de  la  même  fonction,  où  l’on  a fait 
les  mêmes  changements,  et  divisée  ensuite  par  1.2.  Le  qua- 
trième terme  est  la  différentielle  complète  du  troisième 
ordre , après  qu'on  y a fait  les  mêmes  changements  et  qu’on 
l’a  divisée  par  1 . 2.3.  Ainsi  de  suite. 

Il  en  serait  de  même  s’il  s’agissait  de  développer  une 
fonction  d’un  plus  grand  nombre  de  variables  indépen- 
dantes qu’on  supposerait  acquérir  des  accroissements  simul- 
tanés. De  sorte  que  la  fonction  u = f(x,y , z...)  conduit  à 


f(x+  dx,  y -+-  dy,  z-ydz,...)—  u + du-h-  d‘a  H î-  d3u-y.... 

2 2 . «j 


Application . — Soit  u=y%  — 3 aocy  -f-  x*  =f(.x,  y) , 


on  a 

— -3**-3«r  3a,  d'u-e,y  d‘u 

dx-ix  iay,  djr-iy  ôax,  — -bx, 


= — 3 a, 


d7  u „ d*u  ‘ d*  u d7  u . ~ d*u 

dy1  dx3  ’ dx'dy~  ° ’ dxdy7  °’  dy* 

Ainsi 

f ( x -t-  h , y 4-  X ) = y*  — 3 axy  -f-  x-'  -+-  3 (x1  — ay  ) h 
-I-  3 ( y ’ — ax ) /■  -+-  3 xli'  — 3 ah/,  -+-  3 yk7  -t-  A3  -t-  P, 

•'  • -I 

/(*  + dx,  y -+■  dy)  = y1  — 3 axy  y-  x3  -f-  3 (a:3  — ay)  dx- 

-H  3 (y*  — ax)  dy  +■  3 xdx7  — 3 adxdy-  -t-  3 ydy  ‘ -t-  dx  dy  . j 
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Extension  de  la  série  de  Maclaurin  aux  fonctions  de 
plusieurs  variables. 


132.  Faisons  x = o , y = o,  dans  la  formule  ( A , 131  ), 
puis  changeons  h en  x,  et  A en  y,  il  viendra,  en  faisant 
/(xij)  = u et  /(o,o)  = u0, 


du, 

(/(x,  j)  = a„  + — x + 


<B) 


d ’ u,  x1 
dx‘  2 
du,  d1  u, 

^dfï+df7Tyxy: 

, y . 

dr'  2 


d‘  u,  x1 
rfx5  2. 3 
c/3«,  X'/ 
dx'-dy  2 

«„  XJJ 
r/x  dy'  2 

zl 

<//3  2 . 3 


rf"/(0x,  0>  ) x" 
dx"  2.3...» 
d"f(Qx,0y)  x*~'y 
dx"-' dy  2...(rt-l) 


d"f(Qx,0y)  r" 
dy"  2.3..  n 


Cette  formule  sert  à étendre  le  théorème  de  Maclaurin 
aux  fonctions  de  deux  variables;  il  serait  facile  d’écrire  la 
série  relative  à un  plus  grand  nombre  de  variables  indé- 
pendantes. 

Le  dernier  terme  del’équation  (B)  exprime  le  reste  qu’on 
néglige  lorsqu’on  arrête  le  développement  après  les  n pre- 
miers termes,  et  l’on  aura  deux  limites  entre  lesquelles  la 
véritable  valeur  de  ce  développement  se  trouve  nécessaire- 
ment comprise,  en  attribuant  à 0 les  valeurs  qui  rendent 
l’expression  du  reste  le  plus  grand  et  le  plus  petit  possible. 


Maxima  et  nuiiima  des  fonctions  d'une  seule  variable. 

133.  La  fonction  f(x)  est  dite  devenir  un  maximum 
pour  x = a , lorsque  f(a)  est  plus  grande  que  les  valeurs 
que  prendrait  f(x)  en  attribuant  à x deux  nombres,  l'un 
immédiatement  f>a,  l’autre  immédiatement  <«.  La  va- 
leur / (a)  est  un  minimum  lorsqu’elle  est  plus  petite  que 
celles  de  f(x)  provenant  de  deux  valeurs  de  ,r  immédiate- 
ment a et  <G/  • , 
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La  méthode  par  laquelle  on  détermine  les  plus  grandes 
et  les  plus  petites  valeurs  dont  une  fonction  est  susceptible, 
est  une  des  plus  importantes  applications  du  calcul  diffé- 
rentiel. 

Il  suit  des  définitions  précédentes,  que  x = a donne  un 
maximum  ou  un  minimum , suivant  que  h)  — f(  a) 

est  constamment  négatif  on  constamment  positif,  quel  que 
soit  le  signe  de  À,  pourvu  que  sa  valeur  soit  plus  petite 
que  toute  grandeur  donnée.  Or  on  a 

f(a+h)—/(a)  = /if' {à)  4-  * /"(a  -+•  *h)i 

et,  comme  on  peut  prendre  h assez  petit  pour  que  le  signe 
du  second  membre  de  cette  équation  soit  le  tnème  que  celui 
de  h f («),  il  en  résulte  que  ce  membre  changera  de  signe 
avec  h,  si  f (a)  n’est  pas  nulle.  Donc,  tant  que  cette  der- 
nière condition  subsistera,  la  différence -f-  h) — f(a) 
ne  saurait  être  constamment  de  même  signe,  quel  que  soit 
celui  de  h , et  il  ne  correspondra  ni  maximum  ni  minimum 
à x=a.  Ainsi , on  voit  que  les  valeurs  de  x qui  peuvent 
seules  rendre  f (x)  un  maximum  ou  un  miuimum,  sont 
données  par  l’équation  J'(x)  = o;  mais  si  l’on  a J'(a)  = o, 
on  peut  écrire  ' 

/ (a  H-  h)  - / (a)  = hlf"  (a)  + ^ /•  (a  + 0 A)  ; 

et,  puisque  le  second  membre  prend  encore  le  signe  de  son 
premier  terme  pour  une  très-petite  valeur  de  h,  la  diffé- 
rence j (a-+-//) — f [a)  sera  constamment  positive  ou 
constamment  négative,  quel  que  soit  le  signe  de  h , selon 
que  J"  (a)  sera  positive  ou  négative.  Il  existera  donc  un 
minimum  dans  le  premier  cas,  et  un  maximum  dans  le 
second  cas. 

S il  arrive  que  la  valeur  x=:a,  déduite  de  l’équation 
/(.r)=.n,  donne  en  même  temps  f (n)  = »,  sans  que 
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/"'(«)  disparaisse,  on  mettra  la  différence  f(n-\-h)  — /(«) 
sous  la  forme 

f(a  -h  A)  —f{a)  — A_/m  (fl)  + + 9/«). 

Il  est  clair  alors  que  la  dillërence  changeant  de  signe  avec  h , 
lorsque  h tend  vers  zéro , la  valeur  x = a ne  peut  répondre 
ni  à un  maximum,  ni  à un  minimum. 

Mais  si  f'"  (a)  — o,  l’équation 

/(a  4-  h)  -/(fl)  = + 9A) 

montre  que  pour  f"  (a)  <(  o . la  différence  sera  constam- 
ment négative,  et  J (a)  sera  maximum;  tandis  que,  pour 
/”(«)>•  o,  la  différence  sera  constamment  positive,  et 
f(a ) sera  minimum. 

En  général,  pour  qu’une  valeur  x — a rende  maximum 
•ou  minimum  une  fonction  dont  les  dérivées  sont  continues, 
il  faut  qu’elle  fasse  évanouir  un  nombre  impair  de  déri- 
' vées  consécutives,  à partir  de  la  première  , et  cette  condi- 
tion étant  remplie,  il  y a maximum  si  la  dérivée  subsé- 
quente devient  négative  par  cette  valeur,  ou  minimum  si 
elle  devient  positive. 

134.  Comme  il  est  moins  nécessaire  d’obtenir  l’expres- 
sion générale  de  f"  (.r),  qui , quelquefois,  est  assez  com- 
pliquée, que  de  connaître  la  valeur  que  prend  cette  dé- 
rivée pour  x =.  a\  voici  une  remarque  qui,  très-souvent, 
facilite  la  recherche  de  cette  valeur. 

Soient  X et  X,  deux  fonctions  de  x , dont  la  première 
seule  s’évanouisse  pour  x — a\  la  dérivée  de  leur  produit 
sera  XX',  + X'X,.  Mais  puisque  lavalcurx  = n annuleX, 
cette  dérivée  Se  réduit  à X'X,  •,  ce  qui  montre  que  la  dérivée 
du  produit  XX,  s’obtient  en  multipliant  celle  du  facteur 
nul  par  l’autre  facteur. 

Si  x = a donne  aussi  X'=o,  la  même  règle  pourra 


ao6  chapitre  troisième. 

s’appliquer  à X'  X, , dont  la  dérivée  sera  ce  que  devient  X'  X , 

pour  x = a. 

Exemples. 

i°.  f(x)  = x'-h  px-+-  q,  f(x)=7x+p,  /"(x)=-t-2; 
l’équation  . 

u + /)  = o donne  x = — -• 

7. 

Cette  valeur,  substituée  dans  f(x ),  conduit  au  résultat 

pi  t 

q — lequel  est  le  minimum  de  x * -t-  px  4-  q , puisque 

t - 

f"  (x)  est  positif.  . ' 

a°  /(x)=7’  s'W^ire-'x)^0'  x==Lc- 

Pour  décider  lequel  a lieu  du  maximum  ou  du  minimum, 
il  faut  chercher  la  valeur  que  prend  f"  (x)  pour  x=  Le. 
Posons 

— = X, , — — - = X,  d’où  X'  = -,  X'X,  = — — • 
x Le  x .r’  x ’ x 

qX 

11  résulte  du  signe.de  ce  résultat,  que  la  fonction  — a une 

• x 

Lf 

valeur  minimum  - — — — 

Le.  Le 


3". 


/(')=?.  r w=^^fi=x1x. 


X = («  — x),  X'=— i; 


donc  pour  x — a. 


et 


H;)' 


/"•(x)  = X'X,  = — 

/r 


est  le  maximum  de  — 

c* 


4®.  /{*)  = £;  f (*)  = (Le  — Lx); 
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donc  pour  Ljc  = Le  ou  r = e,  on  aura 

<w— i-Vr-ï- 

Lx 

Cette  valeur,  étant  négative,  montre  que  — a un  maximum 

■ \ .Le 

correspondant  a ,r  = e,  savoir  — • 

5°.  Quel  est  le  nombre  dont  lè  rapport  à so/i  loga- 
rithme népérien  soit  maximum  ou  minimum? 

On  a 

' lx — 1 

TW’ 


/(*)=-,  /'(*): 


X'  = 7TT.’  X =/*-■,  X'  = -, 

, ( lx  y x 

lx 1=0,  lx  — l,  X=e,  X'X,  = - rp-r-J 

x ( Ixy 

résultat  positif  qui  indique  un  minimum  égal  à ^ = e. 

6°.  Quel  est  le  nombre  x dont  la  racine  du  degré  x est 
maximum  ou  minimum? 


/(*)  = l/x  = x*,  f (x)  = Ifx  • = X„ 


XJ 

1 


y£. 


1 — lx  = X , lx  = 1 , x zx  X'  X,  =r  — — ; 


ainsi  \jx  a pour  maximum  sje. 

70.  Déterminer  le  minimum  delà  fonction  f(x)  = x‘.  , 
Ou  a 

f (x)  = x*  ( 1 + lx),  X,  = xf  , X = 1 -+-  lx, 

. 1 I 

* ~~  ■ e y e* 

x*  e J 1 * , 

X'X,  = — = x*~',  ininim.  de  x*  = W -• 
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8°.  De  toutes  les  fractions,  quelle  est  celle  qui  surpasse 
sa  puissance  miime  du  plus  grand  nombre  possible? 
Désignant  par  x cctle  fraction,  on  a 

f(x).-=x  — x",  /' (x)  — i — mx*'1  ; 

faisant 

i • — rnxm = o , . 

il  vient 


et  cette  valeur  convient  au  maximum,  puisque  f"  (x)  est 
négatif 

x 

y°.  Trouver  le  maximum  et  le  minimum  de  f (x)  = — — 
On  obtient 

i — x 1 


f'(*) 


(i  + X’)1’ 


soit 


d’où 


(i  x’) 


, — X„  i x1  — X, 


X'X,  = 


(i  -t-xy 

Ce  résultat  étant  négatif  ou  positif  selon  que  x = -f-  i, 

jp 

ou  x = — i , il  en  résulte  que  ^ ^ ^ a pour  maximum 

-4-  et  pour  minimum  — j-. 

io°.  Partager  un  nombre  n en  deux  parties  telles,  que 
le  produit  de  la  puissance  p de  Tune  par  la  puissance  q de 
T autre  soit  le  plus  grand  possible. 

Désignant  pâr  .r  la  première  partie  du  nombre  »,  la  se- 
conde partie  sera  n — x , et  Ton  aura 

/(*)  = xP  (n  — x)?  = niaxim. , 

/'(x)  = xf~'  (n  — x)î-‘  \pn  — x[p  y)]  = o. 
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Cette  dernière  équation  donne 


pn 

.r  — o , x = n,  x z=  — 

P + 7 

Mais  de  ces  trois  valeurs,  les  deux  premières  doivent 
être  rejetées  comme  ne  satisfaisant  pas  au  problème  dans 
le  sens  précis  de  son  énoncé,  puisque  x = o,  x — n ne 
sauraient  désigner,  ni  l’une  ni  l’autreT  une  partie  quelconque 

du  nombre  n.  Quant  à la  valeur  x = f>"  . pour  décider 

p -h  g 

si  elle  convient  au  maximum,  il  faut  voir  à quoi  elle  réduit 
f"  (x).  Posons  donc 


xP-' 

(n  — 

*)*-•  = X. 

et 

pn  — 

■ x(p 

+ 7)  = X, 

d’où 

X' 

= — 

( P + 7)* 

et 

/"(x)  = X'X,  = 

p -+-  g )xP~' 

Ce  résultat  annonce,  par  le  signe  qu’il  affecte,  que  la 
condition  du  maximum  est  en  effet  remplie.  La  seconde 
partie  du  nombre  sera 

pn  nq 

n ’ = ? 

p -h  g p -+-  g 

et  le  maximum  de  .r''  (n  — ar)’  sera 

■ ( pn  y / ?”  y 

\ p + g ) \p  + g J 


Si  dans  la  question  générale  qu'on  vient  de  traiter  on 
suppose  p — q=z  i,  il  en  résultera  que  pour  partager  un 
nombre  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  le  plus  grand 
possible,  il  faut  en  prendre  la  moitié. 

1 1°.  Soit  enfin  la  fonction 

f{x)  2 COSX  -)-  C~‘, 


A 
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elle  donne 

f {x)  — c*  — 2 sin  x — e~*,  f"l*)  = eJ-2cosa:+  e~‘, 

f"  (*)  — cz  -4-  2 sin  x — f,T(x)  — e*  -f-  ?.  cos  x ■+■  e~‘. 

L'hypothèse  x = o fait  évanouir  les  trois  premières  déri- 
vées, et  réduit  la  quatrième  à 4-  Donc  la  quantité 
cz  4-  2 cos  x e~r 

a un  minimum  égal  à 4 correspondant  à x = o. 

135.  S’il  s’agit  d’une  fonction  implicite  f (x,  y)  = o,  on 
égalera  de  même  sa  dérivée  à zéro,  ce  qui  donnera 

dl  + dZ±  = 0 

rtx  dy  dx 

df 

et  la  valeur  y-  = — ^ = o contiendra  alors  .r  et  y.  Mais 
dx  d/  J 

dy 

en  éliminant  y entre  cette  équation  et  f(x,  y)  = o,  on 
obtiendra  uue  seule  équation  en  x propre  à fournir  les 
valeurs  cherchées. 

Exemples.  '■ — Le  folium  de  Descartes  y5 — 3 ayx  -f-  .r5=  o 
donne 


y1  — ax 


La  condition  y'  = o sera  satisfaite  par  l'équation 

x‘ 

ny  — x1  — o,  ou  y = — • • 

Substituant  cette  valeur  dans  la  proposée,  on  trouve 

3 _ 3 

x — n y/2,  y = a s[7\  ■ 

Nous  déterminerons  la  valeur  que  doit  affecter  y"  en 
prenant  la  dérivée  du  second  ordre  de  l’équation  proposée; 
il  viendra  • • 

2 iay'  — x — //"). 

• x — — » 


■ * , 
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qui , pour  y'  = o,  se  réduit  à y"  = — Ce  résultat, 

y1  — ax 

3 __ 

étant  négatif,  annonce  que  la  valeur  y = a\j 4 est  un 
maximum. 

Cherchons  encore  si  la  fonction  désignée  par  y dans  l’é- 
quatiou  y * — 2 mxy  -H  ce*  — as  = o est  susceptible  d’un 
maximum  ou  d’un  minimum.  Prenant  la  dérivée  et  l’éga- 
lant à zéro',  on  a 


d’où 


y y'  — mxy'  — my  - t-  x = o ; 

, my  — x 
y — m.r  ’ 


et  l’équation  my  — x — o,  combinée  avec  la  proposée,  con- 
duit à 

ma  a 

X=  y = 

V i — w y 1 — 


Enlin  pour  savoir  ce  que  devient  y",  on  passera  à la  dé- 
rivéf  du  second  ordre  de  l’équation  primitive,  et  l’on  aura 
la  suivante, 

y"  (y  — rnx)  + y"  — 2 my'  -4-1  = 0, 

()ue  la  condition  y'  = o réduit  à 

y" (y  — »*)  -+- 1 = o; 

d’où 


y mx  a y/ 1 — /n’ 

Ainsi  la  valeur  y = - ■ . ..est  un  maximum,  et  la  va- 
y 1 m* 

leur  - - est  un  minimum, 

y 1 — m‘ 

136.  Remarque.  — La  règle  (133)  suppose  que  la  fonc- 
tion proposée  et  ses  dérivées,  jusqu’à  l’ordre  dont  on  aura 
besoin,  soient  continues  ou  ne  deviennent  pas  infinies. 
Mais  si  la  valeur  X = a , tirée  de  l’égalité  à zéro  de  la  dé- 

• 4. 
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rivée  du  premier  ordre,  rendait  infinie  la  dérivée  d’ordre 
pair  qui  doit  subsister  pour  qu’il  y ait  maximum  ou  mi- 
nimum, alors  les  développements  de  f [a  ± h)  seraient 
fautifs  pour  cette  valeur,  et  il  faudrait  chercher  ces  déve- 
loppements suivant  les  puissances  fractionnaires  ou  néga- 
tives de  h , ainsi  qu’il  a été  dit  (79).  La  valeur  x = a rendra 
maximum  ou  minimum  la  fonction  proposée  selon  que  les 
hypothèses  + x = a — h donneront  deux  résul- 

tats l’un  et  l’autre  <^f  (a)  ou  ]>  f (a). 

Par  exemple , f (x)  = b -f-  (x  — a)3  donne 

/'(*)  = |(* -«) 3 , /'(*)  = -—12 

9 \/{x—a) 

Posant  f (x)  — o,  on  a 

x = a , 

mais  cette  valeur  rend  infinie  f"  (a1)  ; ainsi  la  formule  de 
Taylor  est  fautive.  On  fera  donc  directement  les  deux  déve- 
loppements 

f(a  + A)=  b -t-  A*  , /(a  - h)  = b - A* , 

et  l’on  reconnaîtra  que  la  fonction  ne  comporte  ni  maximum 
ni  minimum. 

i.  * * 

Pour  f ( x ) = b 4-  [x  — a)' , la  valeur  x = a donne  en- 
core 

, /'(*)  = o,  /'(*)  = «. 

Les  développements 

/(«  + h)=b  + h\  f{a  - h)  = b + A3  , 
montrent  que  x ==  a rend  la  fonction  proposée  un  mini- 
• mura  égal  à b.  Au  contraire,  cette  valeur  de  x réduit  la 

fonction  b — ( x — n)3  à un  maximum  égal  à b. 

Maxima  et  minima.  des  Jonctions  de  plusieurs  variables. 
137.  Une  fonction  de  plusieurs  varia  lîies  u = f (x,  y,...) 
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est  dite  devenir  un  maximum  pour  x = a,  y = b,...,  lors- 
qu ’en  faisant  x — a -+-  âx,  y — b -J-  fy',...,  Sx,  ây,..., 
étant  des  quantités  positives  ou  négatives  aussi  petites 
qu’on  voudra,  les  valeurs  correspondantes  dej'(x,y,...) 
sont  constamment  plus  petites  que  pour  X — a,  y = b, — 
Si  la  fonction  f[x,y,...)  est,  au  contraire,  toujours  plus 
petite  pour  x — a,  y — b,...  que  pour  x = a-+-d:r, 
y — b -+-  ây,...,  elle  est  dite  avoir  un  minimum  corres- 
pondant à x = a, y = b,.... 

Les  grandeurs  âx , ây pouvant  être  prises  aussi  pe- 
tites qu’on  voudra,  deviennent,  à leurs  limites,  propor- 
tionnelles aux  quantités  dx,  dy,...,  et  nous  poserons 

Sx  — a dx , S y.  = x dy 


Ainsi,  d’après  les  définitions  précédentes,  J"  (x,  y, .. .} 
sera  un  minimum  ou  un  maximum  suivant  que  la  dilfé- 
.rcnce  f (x  -f-  adx,  y -+-  cr.dy,...) — J (,r,  y,. . .)  sera  cons- 
tamment positive  ou  constamment  négative.  Afin  de  ramener 
la  recherche  des  maxima  et  des  miuirna  de  la  fonction 
J (x , y,. ..)  à celle  des  maxima  et  des  minima  des  fonctions 
d’une  seuble  variable,  nous  écrirons 


(A)  /(u)  =/(x -y  adx,  y + etdy,...). 


et  nous  supposerons  que  f(«)  et  ses  dérivées  successives 
soient  continues.  On  trouve  pour  ces  dérivées  (-43),  dans  le 
cas  de  deux  variables, 


/'(*)■ 


df 


■dx  ■ 


df 


d'f 

J"(*)=  ,,  /.-dx‘-y  2 


d (x  -+-  adx)  d{y  ■+ a-dy)  ' 

rf’/ 


dy. 


d (x  - 4-  a r/x)’ 

dV 


d (x  -+■  adx)  d (y  -I-  ady) 


dxdy 


dy1,.... 


d [y- f-  adyY 

en  représentant,  pour  abréger,  pailla  fonction 
/(x-t -adx,  y y- ady). 
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et  observant  que 


d (j 


-+-  a dx)  _ J d{y  -+-  txdy ) _ ^ 

T — y -,  — “J  » 

d a doL 


d‘  (j;  -H  arfx) 


=o,. 


L'hypothèse  a = o donnera 


/(°)  =/(•*>  y)  — 

■„ , , <■/«  , 

/ (o)--dx+-dy  = du, 


...  , . d ’ « . 


2 


rf'li 

dxdy 


dxdy  -+- 


— — rfy3  = d'u,.... 

dy' 


De  sorte  que  /{<*)•,  développée  d’après  le  théorème  de  Ma- 
claurin , deviendra , par  la  substitution  des  valeurs  précé- 
dentes, 

(B)  /"(a) — it  = -jliIu  H (Pu -t-  — - d3  u -1- .... 

2 a . 5 


Cette  formule  reste  la  même , quel  que  soit  le  nombre  des 
variables  de  la  fonction  u;  ce  dont  il  est  facile  de  s’assurer. 

Or,  pour  que  le  premier  membre  de  l’équation  (b)  soit 
constamment  o ou  constamment  > o,  quel  que  soit  a , il 
faut  que  le  terme  a du  du  -second  membre  soit  nul;  car, 
s’il  n’en  était  pas  ainsi , comme  ce  terme  peut  être  rendu 
plus  grand  que  la  somme  algébrique  de  tous  ceux  qui  le 
suivent , en  attribuant  à a une  valeur  assez  petite  (70),  le 
second  membre,  et,  par  conséquent,  aussi  le  premier,  se- 
rait tantôt  positif  et  tantôt  négatif,  selon  que  a- serait  posi- 
tive ou  négative,  et  il  n’y  aurait  ni  maximum  ni  minimum. 
La  première  condition  , pour  que  l’un  ou  l’autre  ait  lieu,  est. 
donc  que  du  = o.  Ce  terme  étant  nul,  ce  sera  le  terme 

— d' u , s’il  n’est  pas  nul , qui  décidera , pour  de  très-petites 

valeurs  de  a,  du  signe  quaHecte  la  somme  de  tous  les 
termes  qui  composent  ce  membre  pris  avec  leurs  signes 
respectifs,  c'est-à-dire  qu’il  faudra,  puisque  a*  est  toujours 
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positif,  qu’on  ait  d1  u o pour  le  maximum,  et  d*  u o 
pour  le  minimum. 

S’il  arrive  que  d*  u s’annule,  et  quer/"!/  soit  la  première 
dérivée  qui  ne  s’évanouisse  pas,  il  y aura  encore  un 
maximum  si  cette  dérivée  est  négative,  ou  un  minimum  si 
elle  est  positive,  pourvu  qu  elle  soit  d’ordre  pair;  car,  sans 
celte  dernière  condition  , il  n’y  aura  ni  l’un  ni  l’autre. 

Examinons  ce  qui  a lieu  dans  les  cas  particuliers  de  deux 
et  de  trois  variables. 

138.  Soit  d’abord  u = J(x , y') , il  faudra , pour  que  celte 
fonction  admette  un  maximum  ou  un  minimum,  que  du  = o; 
or 

du  du 

du  = — MH — — dr, 
dx  • dy 

....  . du  du 

.équation  qui  entraîne  ces  deux  autres  — ==  o,  — =o,  puis- 
que dx  et  dy  sont  des  accroissements  arbitraires  et  indépen- 
dants. De  plus  , il  faudra  qu’on  ait  d' u <[  o pour  que  u soit 
maximum , ou  <7*  u o pour  que  u soit  minimum. 

Or 

d7  u . d7u  . . d7u  . . 


d' u d7u 

d : u = — — dx 3 H-  2 — — - dxdy 
dx 7 dxdy 


Posons 


d7  u = A dx1  -H-  2 B d.x  dy  -+-  C dy- 


= Cdr'  (c  + 
= C d. T7 1 ( i> 


A B>  I 

C C'J 


Sous  cette  dernière  forme,  oq  voit  aisément  que  le  signe 
de  d*  u sera  le  même  que  celui  de  (.1  si  l'on  a AC]]>  H*,  ce 
qui  exige  que  G et  A soient  de  même  signe. 
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En  remettant  à la  place  des  lettres  les  quantités  qu’elles 
représentent,  on  pourra  former  le  tableau  suivant  : 


u maximum 


u minimum 


du 
dx . 


dU 

dx 


7<o 


c lu  d*u 

dy  °’  dy* 

du  d*a^ 

=°>zr>° 


dx 

du 


dx1 
d*u  . 


dy  °’  dy*  '>° 


1 d*  u ' 

i!  d* u d* u 

' dx  dy  j 

) ~d^dÿ<0' 

/ d*u  ■ 

i 1 d‘u  d * u 

' dxdy  j 

/ ~ dx*  ~dÿ 

Si  les  valeurs  de  x et  y fournies  par  les  équations  — ==o, 

— = o,  faisaient  évanouir  la  différentielle  ri*  «,  ce  qui  au- 
dy 

rait  lieu  pour 

/ d’u  y d * u d * u 

\dxdy)  dx * dy * 

ces  valeurs  répondraient  encore  à un  maximum  ou  à un 
minimum  si  elles  faisaient  évanouir  également  el*  u , eu. 
laissant  subsister  <7*  u , qui  devrait  être  constamment  né- 
gative pour  qu’il  y eût  maximum , et  constamment  positive 
pour  qu’il  y eût  minimum.  Mais  si  ces  valeurs  dônnaient 


d*  u d'1  u 
dx*  dy * 


la  fonction  u ne  serait  susceptible  ni  d’un  maximum  ni  d’un 
minimum.  - 

Application.  — Diviser  un  nombre  n en  trois  parties 
telles,  que  leur  produit  soit  un  maximum.  . . 

Désignons  par  x et  y les  deux  premières  parties , la  troi- 
sième sera  n — x — y\  et  nommant  u leur  produit,  il  vient 

« = *y(n  — x — y)i 

telle  est  la  fonction  dont  il  s agit  de  trouver  l’extrême 
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grandeur.  On  a 

du  , du 

— = jr  (n-7.x- X),  — = .r(«  - 2/— x). 

Égalant  ces  résultats  à zéro,  et  rejetant  les  valeurs  y = o, 
x = o,  qui  conduisent  à n — o,  il  vient  • 

n — 2X  — y — o,  n — ly  — x = o , 
et , par  suite , 


n 


pour  les  deux  premières  parties  du  nombre  n.  La  troisième 
' n 

sera  encore  on  trouvera,  en  outre, 


tfx’ 


d1  u 
dxdy 


in 

d7  U 

?.n 

"3  ’ 

dy * — 

n 

/ d'u\ 

, 1 " d'ud'u  1 i 

”3’ 

\dxdyj 

1 dx1  dy 1 3 

Ainsi,  toutes  les  conditions  du  maximum  sont  remplies, 
et  l’on  voit  que,  pour  partager  un  nombre  en  trois  parties 
dont  le  produit  soit  le  plus  grand  possible,  il  faut  prendre 
pour  chacune  de  ces  parties  le  tiers  du  nombre. 


139.  En  général,  pour  que  le  produit  d’un  nombre 
quelconque  de  facteurs  variables,  mais  dont  la  somme  doit 
être  la  même,  soit  un  maximum,  il  faut  que  ces  facteurs 
soient  égaux  entre  eux. 

Cela  ayant  été  démontré  pour  le  cas  de  deux  facteurs, 
soient  quatre  facteurs  k,  Z,  p.  dont  la  somme  doit  être 
constante  k ■+■  l ■+•  m -+- p — n\  je  dis  que  leur  produit  ne 
peut  être  maximum  qu’ autant  que  ces  quatre  facteurs  sont 
égaux.  En  effet , supposons  le  produit  k.I.ni.p  le  plus  grand 
possible  sans  que  m et  p soient  égaux;  on  peut  substituer, 
à la  place' de  ces  doux  facteurs,  deux  autres  facteurs  égaux 
ij,  f/  dont  la  somme  •>.  q = m -f-  p,  et  l’on  aura 
/■  -f-  / -f-  ni  — f-  p 3 A / -f- 
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Mais  le  produit  h . 1 . 2 q^y>  k . I . m . p.  Partant,  ce  dernier 
produit  ne  serait  pas  le  produit  maximum,  comine  on  l’a 
supposé. 

Si , par  exemple , « = 12,  on  verra  que 

* / 2.4 .6  ==  48 

l 3.2.7  = 42 
4.4.4  = = 64  > \ 5.6. 1 — 3<> 

I 8.2.2  = 32 


140.  Nous  allons  maintenant  rechercher  les  conditions 
du  maximum  et  du  minimum  d’une  fonction  de  trois  va- 
riables u — y,  z). 

Il  faut  d’abord  qu’on  ait 


. du  du  du 

du  - d.r  4-  — dy  -+-  — dz  = o ; 
dx  dy  fl  z 

d’où 


(') 


Ces  trois  dernières  équations  servent  à déterminer  les 
valeurs  des  variables  x , jy,  z , qui  seules  peuvent  répondre 
à un  maximum  ou  à un  minimum  de  la  fonction  u.  De  plus, 
il  est  nécessaire  que  la  dilférentielle  d*  u ne-chànge  pas  de 
signe.  Or 


dru 


d'u 

dP 


• dx 7 


d'u 

2 — — - dxdy 
rend  y 


d‘  u 
dy' 


dy 1 


d'n 

2 - — - dxdz 
dx  dz 


d'u  , , d' u 

4-  2 - — — dr  dz  H — dz' 

ilydz  dz 


— dx'  ( A -f-  2 B/j  H-  C/j1  -4-2  !)</  4-2  E/Jf/  -4-  Fc/1), 


en  posant 
dy  dz 


dx 


d. 

d 7 u 


d' u 

dx' 


il  '■  u 

Lr  dz  ’ dy  dz 


d ‘>1  _ i>  <±0:  ._  r 

dxdy  ’ dy'  ’ 

«•  .5^ 
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Les  valeurs  ds  x,j,  z,  déduites  des  équations  (1),  doi- 
vent donc  rendre  le  polynôme 

F y3  4-  2 (D  4-  E/j  ) <7  4-  (C p1  + .2B/J+  A) 


constamment  positif  ou  constamment  négatif  pour  qu’elles 
puissent  convenir  respectivement  à un  minimum  ou  à un 
maximum  de  la  fonction  u.  Mais  ce  polynôme  peut  s’écrire 
sous  la  forme 

D 4-  E/j  C/j3  4-  2 B /j  4-  A \ 
r + 2 + ^ ): 


et  si  l’on  pose 
(fl)  q'  4-  : 


E/j  C p-  4-  2 B/J  4-  A 

— v + — 


o, 


tant  que  cette  équation  ne  donnera  pour  q que  des  valeurs 
imaginaires , le  second  facteur  du  produit  précédent  ne 
changera  pas  de  signe,  et  ce  produit  sera  toujours  positif  si 
F)>o,  ou  toujours  négatif  si  F<)o.  Pour  que  l’équa- 
tion (a)  ne  comporte  point  de  racines  réelles,  il  suffit  qu’on 
ait 

(D+E/ij1  — F ( ('. p1  4-  2 B/j  4-  A ) O o, 
ou 

( E1  — CF  p-  4-  2 ( DE  — BF)  /j  4-  ( D5  — AF)  < o; 

cette  dernière  condition  sera  elle-même  satisfaite  lorsqu’on 
aura 

• (a)  ’ (E3  — CF)<o, 

et 

(3)  (DE  — BF)’  — (E1  — CF)  (D1  — AF)<o, 

ce  qui  exige  qu’on  ail  aussi 

D3  — AF  <)  o, 

et  partant  que  A,  C.  h’  soient  positifs  lorsque  la  fonction  ii 
admet  un  minimum,  et  négatifs  lorsqu’elle  admet  lin  maxi- 
mum. De  sorte  'qu'en  résumant  toutes  les  tondit  ions  pré- 
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cédentes,  et  en  restituant  à la  place  des  lettres  les  fonctions 
qu’elles  désignent,  on  aura  le  tableau  suivant  ; 


' d’ U 

dïF^0 
I d'1  u 

Maximum  l <T  o 

] <lf 
d’  « 

1F<0 


u=f(x,  y,z) 


d’  u \ 1 d 1 u d’ u . 
dy  ilz  i dy’  ilz 7 ’ 


du 


du 


du 


d’ u . 
dx’ 


>» 


Minimum 


I d ’ u ’ 

iv>0 

i d’u 

\HF>° 


dx~°’  dy  ~ °;  dz  ~~  °’ 


/ d’ u \*  d’ud’u 

\dxdz  ) dx’  dz’  ^ ’ 


, d’u  d’ u d ’ u d’ u\’ 
\ dx  dz  dy  dz  dx  dy  dz ’ J 


[(£±v 

d’u 

d’u  1 

/ d’u  y 

d’ u d’ u 

| dy  dz  ! 

dy’ 

FF  J 

\dxdz  ) 

dx’  dz’  J 

Mnxima  et  minima  des  fonctions  de  plusieurs  variables 
liées  entre  elles  par  plusieurs  équations. 

141.  Il  arrive  quelquefois  que  les  valeurs  cherchées  des 
variables,  outre  la  condition  de  rendre  un  maximum  ou  un 
minimum  une  certaine  fonction  u , doivent  encore  satisfaire 
à d’autres  conditions  exprimées  par  des  équations  données 
entre  ces  variables.  Il  est  entendu  que  le  nombre  de  ces 
conditions  est  plus  petit  que  le  nombre  des  variables  dont 
dépend  la  fonction  u.  ' . 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  une  fonction  de  trois  variables 
u=  J (x,  Yi  z)i  et  proposons-nous  d’en  trouver  le  maxi- 
mum ou  le  minimum  en  supposant  que  ses  variables 
doivent  satisfaire  aux  équations  M = o,  N = o. 

On. exprime  que  u devient  un  maximum  ou  un  minimum 
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en  calculant  sa  différentielle,  et  la  faisant  égale  à zéro.  On 
forme  aussi  les  différentielles  z£M  = o,  d N = o,  des  équa- 
tions de  condition;  puis,  multipliant  celles-ci  par  des  fac- 
teurs indéterminés  X,  p,  on  les  ajoute  à l’équation  du  — o; 
ce  qui  donnera  l’équation  unique 


ou  mieux 


du  -f-  irfM  -4-  jidN  — o , 


du  du  du 

— dx  -f-  — dy  + —j—  dz 

dx  dy  dz 

dM 


dx 


dx  ■ 


(dit  d N , rfN  , , 

M*  dx+!Ç  d*+lûdz) 


d M 
dy 
dP 

d? 


dy 


d M 
dz 


dz  I > = o. 


En  regardant  les  différentielles  dx , dy , dz  comme  tout  à 
fait  arbitraires,  on  déduit  de  cette  équation  les  suivantes  : 


du 

dx 


d M 
dx 

du  d M 

— h ^ -7— 
dy  dy 


dN 


dN 

dy 


du  d M d N 

d*'H_f*  * “°- 


Ces  dernières  équations,  réunies  aux  équations  données 
M=  o,  N = o,  seront  en  nombre  suffisant  pour  éliminer 
les  arbitraires  X,  p,  et  déterminer  les  valeurs  cherchées  des 
variables  x,  y,  z. 

Exemple.  — Diviser  un  nombre  donné  a en  trois  par- 
ties telles,  que  le  produit  de  la  m,tme  puissance  de  la  pre- 
mière parla  n“m'  puissance  de  la  deuxième  et  par  lap‘i,n' 
puissance  de  la  troisième,  soit  une  extrême  grandeur. 

Désignons  par  ,r,  y , z ces  trois  parties,  et  par  u leur  pro- 
duit; il  viendra 

u — .r™  y"  z?  — maximum. 
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et  l’équation  de  condition 

M = j + / + ! — n — o ; 

par  suite 

du  . du  du 

— = mxm~~'ynzP,  — = n.r”/"_lzf,  — = px*  ynzP— 


f/x 


puis 


rfM 

dx 


rfM 

~W 


d M 
dz 


mxm~'  y"  zP  -+-  \ — o,  .y"-1  zP  -H  X = q, 

pX">ynzP-l  + X = Q. 

Ces  trois  dernières  équations  avec  x 4-j  -+-  z — n = o, 
serviront  à éliminer  X et  à déterminer  x , y,  z.  On  a,  en 
ell'et , 

mx"'~  ' ynzP  = nx”'  y"  ~ ' zP  — px"  y"  zP~', 

x?'  yn  zP  x z # 

mx"’~'ynzP  m n p 

Donc,  d’après  la  théorie  des  rapports, 


x-\-y-hz 


a 




m -\-n  y-  p m -y  n -y  p ni  n p 


d’où 

X : 


mu 


• 1 Y 


nn 

m -y  n ~-y  p 


pa 


ni -y  n -y  p 


Ainsi  les  parties  dans  lesquelles  on  doit  décomposer  la 
quantité  a sont  proportionnelles  aux  degrés  de  leurs  puis- 
sances, et,  dans  son  extrême  grandeur,  la  fonction 


x”  y"  ZP  : 


/ ma  \m  j na  \"  / pa  \t 
\m  -y  n -y  p ' \m  -y  n -y  p ) \m  -y  n -y  p ) 


11  est  facile  de  s’assurer  que  ce  résultat  correspond  à un 
maximum,  car  on  trouve 

du  — mx"  _l  y"  zP  dx  -+-  nxm  y n~'  zP  dy  -y  px"‘  y"  zP~‘  dzt 

du  m n p 

— = — dx  -f-  - dy  -y  - dz : 

« x y 2 
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d’où,  en  différentiant  chaque  membre, 

Or  les  valeurs  précédentes  de  x , y,  z ayant  été  obtenues 
d’après  l’hypothèse  rfu  — o,  feront  disparaître  le  terme 

• Ainsi , pour  ces  valeurs , on  aura 

, f / dx\7  i dr'K'1  I dz\* 

rr  w ’t~"  (7) + p (t ) 

ce  qui  dénote  un  maximum. 

On  peut  encore  dire  que , à cause  de  — = - = -i  le  pro- 
1 1 m n p 1 

(*  X \ m ( Y \n  / z \ F 

— ) j f - ) est  un  maximum  (139).  Or 


I x\m  t y \n  ! z \l‘ xmy"z>‘ x m y"  z? 

\ni  J \n  j \pj  rnm  ri"  pf  constante 

et  ce  dernier  résultat  ne  peut  être  un  maximum  sans  que 
x'"  y"  zf  ne  le  soit. 
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•i‘x  4 


CHAPITRE  IV. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


Problèmes  de  maxima  et  rninimn  géométriques. 

142.  I.  Quel  est  le  triangle  maximum  formé  avec  deux 
côtés  donnés  a,  b!1 

Soient  x l’angle  compris  par  ces  deux  côtés , s la  surface 
du  triangle;  on  aura 

ab  . 

s — — sin  x , 

2 

puis 

ab 

i = — cos  x — o , 

2 

d’où 


cos  x — o , et  x 

D'ailleurs  s"  — — — sin  .r  devient 

„ _ «b 

..  _ 2 ’ 
à cause  de 


TT 

2 


ix 

sin  x = sm  — = 
2 


donc  le  triangle  maximum  cherché  est  rectangle. 

II.  Construire  sur  une  droite  donnée  a le  plus  grand 
triangle  rectangle  dont  cette  droite  soit  V hypoténuse. 

Soit  x l’uu  des  côtés  de  l’angle  droit;  y "«*  — x * sera  le 
troisième  côté,  et  la  surface  s du  triangle  sera 
~ x y/n1  — x 1 ; 

d’où 

s = \ x2  — .r*, 


$ 
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et,  par  suite, 

, a 1 — îr  - 

2 \/<j’  — x’ 

En  égalant  cette  valeur  à zéro , on  aura 


ti1 


x=Vf 


et  l'autre  côté  de  l'angle  droit,  savoir  \ja ! — „ta,  deviendra 
pareillement  y/—  ; ainsi  le  triangle  sera  isocèle:  Afin  de 

s’assurer  que  ce  triangle  est  maximum,  il  faut  voir  si  s" 
est  négative  pour 

Ecrivons  la  valeur  de  s'  sous  la  forme 


n‘  — 2 X" 


^ a ■ — ’ 


posons 


il  viendra 


qui , pour  x ; 


— 2X! 


= X, 


X'X,  = 


:=X„ 


V<7J  — X' 


— x!  5 

V / — i donne 

V 2 

n 

S — — 2, 


résultat  dont  le  signe  annonce  un  maximum. 

III.  De  tous  les  triangles  construits  sur  une  même 
base  a et  isopérimètres,  c’est-à-dire  de  même  contour  2p, 
quel  est  celui  dont  l’aire  s est  la  plus  grande? 

Soit  x un  second  côté  du  triangle  cherché;  le  troisième 
côté  sera 

2 p — x — a , 
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et , par  un  théorème  connu , 

(l)  s'=p(p  — a)(p  — x)(a  -+-  x — p); 

d’où 

■ils  = tp  -+-  l [p  — a)  -+-  / (p  — x)  -f-  ({a  ■+■  sc  — p). 

Prenant  les  dérivées  relativement  aux  variables  s et  x,  on 
aura 

2 s'  — 1 1 9.  (p  — x ) — a 

s p — x a -+-  x — p ( p — x ) ( a -f-  x — p ) 

f,  _ [2(/>  — *)  — «1* 

2 ( p — x ) ( a -4-  .r  — p) 

Substituant  ici  pour  s sa  valeur  donnée  par  l’équation  (1), 
et  simplifiant,  on  trouvera 

f,  _ [2  [p  — x)  — fl]  \/p  (p  — «j 
2 \’ij>  — x)  (a-hx~p) 

Si  l’on  égale  ce  résultat  à zéro  , on  obtient 

2 { p — x)  — a — o,  ou  x = p — - ; 
le  troisième  côté  devient  aussi 


a 


Donc  le  triangle  cherché  est  isocèle,  et  sa  surface 


(2) 


vV  (/>  — «)• 


D’ailleurs,  soit 
2 (p — x)—a  = X,  et 


vp(p  — a) 


on  a 


X'X,  = — 


2 S/(P  — ■*)  (a  4-x — p) 
\P  ( 1>  — “) 


= X,; 


t/{p  — x)  ( a + x — p) 
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Ainsi,  pour  x — p — -,  il  vient 


s»^^JpSr=5), 

a 

quantité  dont  le  signe  dénote  un  maximum. 

IV.  Parmi  tous  les  triangles  d’un  même  périmètre  2p, 
quel  est  le  plus  grand  en  surface  ? 

Il  résulte  du  problème  précédent  que,  de  tous  les  triangles 
isopérimètres  dont  x est  un  côté,  celui  dont  les  deux  autres 
côtés  sont  égaux  est  le  plus  grand.  Il  s’agit  donc  de  trouver 
quel  est  le  plus  grand  des  triangles  isocèles  de  même  péri- 
mètre. Soient  x,y,y  les  côtés  du  triangle  cherché,  et  u sa 
surface;  nous  aurons 


u — (p  — y)  \! P {p  — x)  ■=  maximum. 

La  condition  x •+■  sty  = 2 p donne 

x 

y=p- V 

ce  qui  réduit  l’équation  précédente  à 

* = 'l'Jp(p—  *)■ 

En  égalant  à zéro  la  dérivée  de  cette  fonction,  il  vient 
(2P  — 3x)\lp  __n. 

d’où 


4 v tp~x 


? 2P 

2 p — J a:  = O , .r  = , 


et,  par  suite, 


— -P 
y ~ 3 ' 


Ainsi  les  trois  côtés  du  triangle  seront  égaux.  D’ailleurs, 
en  posant 

2/,-3.r  = X,  -^L=  = X,, 

4 VP  — x 
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on  trouve  l’équation 


X'X,  = 


3 vfr 

4 \!p  — * 


laquelle,  en  mettant  pour  x sa  valeur,  conduit  à 


donc  le  maximum  a lieu. 

Ainsi,  de  tous  les  triangles  isopérimètres,  le  plus  grand 
en  surface  est  équilatéral. 

On  peut  traiter  la  question  d’une  manière  plus  directe, 
ainsi  qu’on  va  le  voir. 

Soient  X,y,  z les  côtés  du  triangle  maximum;  on  a 


puis 


i + r + * = 2 p, 

Z — 2 p — x — y. 


et 


u = \jp  (/>  — x)  (p  — y)  (x  ■+■  y • — jj)  ■ 


, . du  du  . 

Les  équations  — = o,  — = o donnent 


p{p  — r.K2/»  — 2 * — r)  — o, 

p(/>  — X ) (2/J  — 2/  — x)  = O. 

On  ne  peut  supposer  ni  p — y = o,  ni  /? — x = o*  car 
il  suivrait  de  ces  hypothèses  que  ip  = 2_y  = x 4- y -t-  s, 
= x+  z,  ce  qui  est  absurde,  ou  que  ip  — 2X  = x-hy-i-z, 
x =y  -h  z,  ce  qui  est  encore  absurde.  Donc  on  aura 


a p — ax  — y ~ o,  et  2 p — 2 y — x=o; 

d’où 

2 2 l> 

x—  y — ~3  » Z=z  9.p  — x — y = —■ 

Ainsi  le  triangle  cherché  a scs  trois  côtés  égaux. 

Assurons-nous  maintenant  que  les  conditions  du  maxi- 
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mum  sont  remplies.  On  a 


du 

dz 


= — 2 p{p  — y) 


ïp'1 


et 


d'1  u 
dy 1 


2 p1 
~3"’ 


D’où  l'on  voit  que  les  cinq  conditions  du  maximum  sont 
satisfaites,  savoir 


du 

di~°' 


et 


du 

dy 


— o , 


d 1 u 


d'u 

~dÿ'<'°' 


( d'u  \ 7 _ d 1 « 

\dxdyj  tlx7  dy 2 ^ °" 

En  general,  de  tous  les  polygones  isopérimètres,  le  plus 
grand  en  surface  est  équilatéral.  Soit  ABC  DE  un  polygone 
maximum;  si  les  côtés  AB,  BC  ne  sont  pas  égaux,  nous 
pourrons  construire  sur  la.diagonale  AC  le  triangle  isocèle 
AEC , tel  que  AF  -4- h C = AB  -4-  BC  ; nous  aurons 
AFC>  ABC, 

d’où 

AFCDE  > ABCDE , 
ce  qui  est  contraire  à 1 hypothèse. 


V.  Assigner  le  système  de  diamètres  conjugués  qui font 
dans  l ellipse  le  plus  grand  angle  possible  V . 

E11  désignant  par  a et  b les  demi-axes,  et  par  a,  a.’  les 
tangentes  des  angles  que  les  deux  diamètres  conjugués  for- 
ment avec  1 axe  2 «,  on  a les  relations 

, IP  x.  u!  — a 

~ tnng  V = — ,, 

« l-H  «a 
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C’est  de  cette  expression  de  tang  V qu’il  s’agit  de  trouver 
le  maximum.  Je  substitue  à la  place  de  a a'  et  a'  leurs  va- 
b*  b‘ 

leurs -■> ->  afin  de  n’avoir  qu’une  seule  variable,  et 

a7  art’  1 

j’obtiens 


Prenant  la  dérivée  relative  à a , j’ai 


d’où 


b' 

a.7  a7 


O» 


b 

a = H — i et 

a 


b 

a 


Ces  valeurs  sont  les  tangentes  des  angles  formés  avec 
l’axe  i a par  les  cordes  supplémentaires  menées  de  l’extré- 
mité du  petit  axe  aux  deux  extrémités  du  grand  axe.  Ainsi 
les  diamètres  conjugués  parallèles  à ces  cordes  forment  le 
plus  grand  angle  dont  la  valeur  est  donnée  par  l’équation 


— 2 ab 

tangV  = 

ces  diamètres  sont  égaux.  D’ailleurs  la  dérivée  de 

— a 7 / b1  \ 
a 7 — b*  y a ’ j * 

savoir 

— 2 b7 

a7 

devient 


Tv’ 


a 3 (a7  — b-) 


-f -2  a3 
b (a1  — b7)  ’ 


et  cette  valeur  montre,  par  le  signe  qu’elle  affecte,  que 
celle  de  tang  V correspond  à un  maximum. 

VI.  Quel  est  le  point  le  moins  éclairé  par  deux  lu- 
mières A et  H d’égale  intensité? 

A F B 

Soient  a l’intervalle  AB  entre  ces  deux  lumières,  F le 
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point  cherché  ou  le  moins  éclairé,  et  Ah  = x;  d’où 
BF  — a — x. 

On  sait  que  l’intensité  de  la  lumière  est  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance,  ou  qu’elle  décroît  comme  le  carré 
de  la  distance  augmente.  Parlant,  si  l’on  représente  par  <1 
l’intensité  commune  aux  deux  points  lumineux  à la  dis- 
tance i,  il  faudra,  pour  déterminer  l’intensité  i de  la. lu- 
mière a à la  distance  x,  faire  la  proportion 
d : » : : x1  : i 1 ; 

d'où 

d 

X2 

Ou  aura  pareillement 


(rt  — x)2 


pour  l’intensité  de  la  lumière  B à la  distance  a — x.  Ainsi, 
en  appelant  u la  lumière  reçue  au  point  F par  les  deux 
points  éclairants,  on  aura 

_ ,l  d 
x2  + (rt  — x)2 

C’est  de  cette  quantité  qu’il  faut  trouver  le  minimum. 
Prenant  la  dérivée  relative  à x,  et  l’égalant  à zéro  , il  vient 


d'où 


, 2 xd  2 (a  — x)  d 


I ! 

X*  (fl  — x)3 


■ (ci  — x)3 


11  est  visible  qu’on  satisfait  à cette  dernière  équation  par 

la  valeur  x = Donc  le  point  le  moins  éclairé  entre  deux 

lumières  égales  est  le  milieu  de  la  distance  qui  les  sépare. 
Au  reste,  u1'  = 3x’  -4-  3 (a  — .r)*  donne  le  résultat  positif 

«"=  - n2 
2 

lorsqu'on  substitue  pour  x sa  valeur-- 
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VII.  Étant  donné  un  point  A dans  un  angle  droit  YOX , 
mener  par  ce  point  la  droite  la  plus  courte  de  toutes 
celles  qui  se  terminent  aux  deux  côtés  de  cet  angle  en 
passant  par  le  point  A (a,  b). 


Soit  ED  = #•,  on  a 


et  la  proportion 
d’où 

On  a ensuite 


OD  — a ■+•  x, 


x : b : : a -+-  x : oi  ; 


OI  = 


b (a  -+-  x) 


, b'[a  -f-x)’ 


ID’  = 


4-  (a  -+-  x)\ 


ou 


on  trouvera 


ID  = /=y/ (p  + i)  («4 -xy 


a -h  x ij- 

1— V*  4"  xï 


l'  = 


xs  — ab1 


x‘‘  ^ b1  4-  x ’ 

Egalant  cette  valeur  à zéro,  il  vient 

3 

x = \[Zb\ 

Celte  expression  se  construit  par  deux  paraboles  ,r’=  by , 
y* ■=  ax.  En  efïet , x"  = ab~  donne 


= ab- x. 
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Posant  xî  = by,  il  en  résulte 

x'  — b'1  y1  = b'ax-, 

d’où 

y2  — ax. 

La  valeur  précédente  de  x répond  évidemment  au  mini- 
mum de  l , puisque  l"  est  positive.  Car  posons 

X = xJ  — <ib!,  X,  = 


x1  ^b7  -+■  x’  ’ • 


on  aura,  pour  x = \iab % 


r=X'X,  = -,  • 

yé’  4-  xJ 

quantité  essentiellement  positive. 

VIII.  Étant  données  une  droite  AB  de  longueur  et  une 
autre  droite  ON  de  position,  déterminer  sur  celle-ci  le 
point  N duquel  on  voit  la  droite  AB  sous  le  plus  grand 
angle  possible. 


Soit  abaissée  la  perpendiculaire  NI,  et  posons 
OA  = a , O B — b , ON  = x; 

on  aura,  en  représentant  par  s et  c le  sinus  cl  le  cosinus  de 
l’angle  O, 

NI  sx , 01  = r.r , A [ = a — ex,  RI  = b — ex , 

...  AI  rv~  ex  B1  . fi — C.v 

tang  A i\ I xx  — — i lane  RM  = *—  = 

NI  sx  M tx 
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Donc 


tang  ANB  — lang  (ANI  — BN1  ) = 


[(a  — ex)  — ( b — cx)j  sx 
s7x7 — («  — ex)  ( b — ex) 


à cause  de 


(fl  — b)  sx 

x 7 — (a  -+-  b)  ex  nb 


s1!7  -4-  c7x7  = x 7 . 


11  s’agit  donc  de  trouver  le  maximum  de 

(a  b)s.  ^ — (a  b)  ex -f-  ab  ’ 

ou  plutôt  de 

x 

U ~ . 

x‘  — (fl  -+-  b)  ex  a b 

Prenant  la  dérivée  de  cette  fonction  et  l’égalant  à zéro, 
on  aura 

, nb  — x7 

[x*  — (n  -f-  b)  ex  ab]1  ~ °’ 

et,  par  suite, 

x7  = ab , ou  ON’  = AO  X BO . 

Donc,  pour  construire  la  valeur  de  x , ou  déterminer  le  point 
cherché  N,  il  faut  prendre  ON  moyenne  proportionnelle 
entre  OA  etOB.  Il  est  clair  que  si  l’on  fait  passer  une  circon- 
férence de  cercle  par  les  trois  points  A , B,  N,  la  droite  ON 
lui  sera  tangente;  et  tout  angle  AFB  qui  s’appuie  sur  la 
droite  AB,  ayant  son  sommet  F sur  la  droite  OF,  est 
<[  ANB,  car  celui-ci  a pour  mesure  la  moitié  de  l’arc  AB, 
et  l’autre  a pour  mesure  ^ AB  — f GH. 

On  peut  se  convaincre  encore  du  maximum  en  cherchant 
ce  que  devient  u"  pour-r*  = ab.  A cet  elfet,  écrivons 


d’où 


j (n  — b) 

[x!  — c (a  -t-  b ) x -t-  ab  ] 


- = X,.  X = ab  — x‘i 

iî  1 * 


...  X'=— 2x,  X'X,  = r— 

T"* 


2 xs  (fl  — b) 


[xJ  — c(fl  + i),c  + ab]7 
— 2.»  \/flô (n  — b) 

2 ab  — c (fl  -+-  b)  \'al>y 


i 
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Cette  valeur  étant  négative , celle  de  x correspond  à un 
maximum. 

IX.  On  demande  quelle  est  la  droite  la  plus  courte 
quon  puisse  mener  d’un  point  donné  D (a,  o)  à la  ligne 
AB  (y  = ax  +•  b). 

Désignant  par  l la  distance  du  point  («,  6)  à un  point 
quelconque  (je,  /)  de  la  ligne  AB,  nous  avons  à chercher 
le  minimum  de 

(i)  l—  — “)’-*-(/— & )’• 

Pour  cela , nous  égalerons  à zéro  la  dérivée  de  l prise  rela- 
tivement à x ; ce  qui  donne 

t'  = (J  — g)  + (/— e)^'  _ 0 . 

— 6)’ 


d’où 

x — a -t-  ( y — 6)  y = ° J 


Ainsi,  d’après  une  relation  connue  , l’équation  (a)  exprime 
que  la  droite  la  plus  courte  qu’on  puisse  mener  du  point  1)  à 
la  ligne  AB  est  la  perpendiculaire  à celle-ci.  Ce  qui  le 
confirme,  c’est  qu’on  a l"  o,  en  même  temps  que  / — o. 
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x~  “ + (/—  6)/  = X,  j = X,; 

il  vient 

x'  = i -t-r',-t-(jr-e)r", 

et 

x'x,  = itn-r'‘  + (r-e)r"] 

sera  la  valeur  de  l"  pour  /'  = o. 

Mais  l’équation  y = ax  -+-  b donne 

/'  = «»  y"  = o, 

ce  qui  réduit  la  valeur  précédente  de  l"  à — - — , quantité 
essentiellement  positive. 

La  longueur  de  la  perpendiculaire  l peut  s’exprimer  aisé- 
ment. Car  substituons  dans  la  formule  ( i)  à la  place  dey — 6 
sa  valeur  donnée  par  l’équation  de  DM,  savoir 


nous  aurons 

(3) 


y—  6 = (x  — a); 


V ' + 


-a). 


Or  . 

x — a = CM  = MF  cos  A , MF  = DF  sin  A ; 

d'où 

x — a = DF  sin  A cos  A. 


Mais 

DF  = DH  — FH;  DH  — S,  - 

et  FH  est  l’ordonnée  de  la  droite  AB  correspondante  à 
l’abscisse  OII  = a.  Partant 

FH  = «a-M,  et  DF  = 5-  «j  — b. 

Substituant  cette  valeur  dans  l’expression  précédente  de 
x — a , il  vient 


x — a — (6  — a y.  — h ) sin  A cos  A . 
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Maintenant  nous  observerons  que  tang  A = a donne 


sin  A = 


cos  A 


\/i  -4-  , 


Ainsi 


x — a 


(ë  — a a • — b)  a 
i -+-  a1 


I 


et  l’équation  (3)  se  réduit  à 

^ 6 — a a.  — b 

y/  i -+-  a1 

C’est  l’expression  cherchée . 

X.  Quelle  est  la  plus  courte  ou  la  plus  longue  de  toutes 
les  droites  qu’on  puisse  mener  d’un  point  donné  (oc,  6)  à 
une  courbe  également  donnée  y = f (x)  ? 

La  distance  l du  point  (a , 6)  à un  point  quelconque  (x,  y) 
de  la  courbe  étant  exprimée  par 

/=  V("*— «F-Mr-C)’, 

il  s’agit  de  trouver  le  minimum  ou  le  maximum  de  cette 
expression,  dans  laquelle^  est  fonction  de  x.  En  égalant 
à zéro  la  dérivée  relative  à x,  on  aura 


d’où 

puis 


J — g-H.r  — §)  r' 

t 


.v  — H - (y  — G ) y ' — o , ’ 


y — 6 , 

• y -+-1=0. 

x — a 


Comme  y'  désigne  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle 
formé  avec  l’axe  des  x par  la  tangente  à la  courbe,  on  voit 
que  la  droite  la  plus  courte  ou  la  plus  longue  qu’on  puisse 
mener  d’un  point  donné  à une  courbe  doit  être  normale  à 
celle-ci. 

Quant  à la  longueur  de  cette  normale,  elle  sera  minimum 
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ou  maximum  suivant  que  la  quantité  i+/'‘  + ()'  — ë )j  " 
sera  positive  ou  négative. 

XL  Quelle  est  la  route  la  plus  courte  pour  aller  du 
point  A au  point  B,  en  passant  par  la  droite  OX  donnée 
de  position  et  placée  dans  le  même  plan  que  ces  points  ? 


Prenons  cette  droite  pour  l’axe  des  x , et  sa  perpendicu- 
laire OY  pour  l’axe  des  y.  Soient  a,  6 les  coordonnées  du 
point  A;  £,  n celles  du  point  B,  et  a:  l’abscisse  du  point 
cherché  I.  On  a 

• AI  = BI  = ^(Ç— 

Al  IB  = /=  \j[x  — a)’  61  -t-  — x)!  -4-V- 


Pour  que  cette  dernière  quantité  soit  un  minimum,  il  faut 
que  sa  dérivée,  prise  par  rapport  à x , soit  nulle.  Nous 
poserons  donc 


\ — — 0 


d’où 


Or 


— a)’  -I-  6S  y/( | — x )’  -+-  d* 


\ — x 


v/(* 6’  v'fç  — -I- 


IF  IG 
AI  — Bl‘ 


= cos  AIF , ~ = cos  BIG . 

AI  BI 

Ainsi  les  angles  AIF,  BIG  doivent  être  égaux.  On  résoudra 
donc  le  problème  par  la  construction  suivante.  Soit  pro- 
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longé  AF  de  FD  = AF,  et  soient  joints  1)1} , AC.  La  ligne 
brisée  ACB  sera  la  plus  courte  du  point  A au  point!},  en 
passant  par  la  droite  OX.  En  eflet,  l'angle 

ACF  = FCD  ==  BCG. 

De  plus,  ACB  = DCB  < DI  B = AIB . Si  l’on  élève  au  point  C 
la  perpendiculaire  CP,  les  angles  ACP,  PCB  seront  égaux. 

XII.  Déterminer  le  plus  court  chemin  pour  aller  d’un 
point  à un  autre,  donnés  dans  l'espace,  en  passant  pat- 
un  plan  donné  de  position  par  rapport  à ces  deux  points. 

Il  est  des  cas  où  l’on  peut  donner  aux  plans  coordonnés 
une  position  plus  propre  que  toute  autre  à mettre  eu  évi- 
dence certaines  propriétés  de  l’étendue.  La  question  présente 
en  est  un  exemple.  Pour  la  résoudre  d’une  manière  simple 
et  facile,  nous  prendrons  pour  plan  des  xz  le  plan  donné 
et  pour  celui  des  xy , le  plan  qui  passe  par  les  deux  points 
donnés  A , B. 


La  ligne  brisée  qui  remplit  la  condition  d’être  le  plus 
court  chemin  pour  aller  du  point  A au  point  B,  en  passant 
par  le  plan  xz , doit  se  trouver  tout  entière  dans  le  plan  xy  ; 
car,  si  cette  ligne  brisée  était,  par  exemple , AKB,  qui 
rencontre  le  plan  xz  au  point  K,  soit  menée  par  ce  point 
la  perpendiculaire  KC  à OX , soient  joints  AC,  CB.  Il  est 
clair  qu’on  aura  AC  <[  AK,  puisque  le  triangle  ACK  est 
droit  en  C.  De  même,  BC  < BK.  Donc  ACB  < AKB. 
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Ainsi  la  ligne  cherchée  ne  sort  pas  du  plan  xy . et  l'on 
retombe  sur  le  problème  précédent. 

Si  l’on  suppose  que  le  plan  xz  soit  un  milieu  impéné- 
trable, le  rayon  lumineux  AC  se  réfléchira  suivant  CH,  en 
faisant  l'angle  de  réflexion  PCB  égal  à l'angle  d’incidence 
ACP,  et  ces  deux  angles  seront  dans  un  même  plan  perpen- 
diculaire à la  surface  du  milieu. 

XIII.  Soient  tleux  points  A , H , situés  dans  deux  milieux 
différents , par  exemple  l’air  et  l’eau;  et  supposons  que 
la  surface  de  séparation  de  ces  deux  milieux  soit  un 
plan  MN  ; un  mobile,  par  exemple  un  point  lumineux , se 
meut  dans  le  premier  milieu  avec  une  vitesse  uniforme  u , 
et  dans  le  second  milieu  avec  une  vitesse  pareillement  uni- 
forme v.  Il  s'agit  de  déterminer  la  ligne  ACB  que  ce  mobile 
doit  suivre  pour  se  rendre  de  A en  B dans  le  temps  le 
plus  court. 


On  démontrera,  comme  dans  le  problème  précédent,  que 
la  ligne  qui  remplit  celte  condition  doit  être  dans  le  plan 
AFGB  conduit  par  les  perpendiculaires  AF,  BG  au 
plan  MN.  Soit  ACB  cette  ligne;  élevons  par  le  point  C la 
perpendiculaire  PCQ  au  plan  MN.  Puisque  la  position  des 
points  A cl  B est  donnée , on  connait  les  droites  AF,  BG,  FG; 
mais  il  faut  trouver  la  position  du  point  C et  les  angles  ACP, 
BCQ  formés  par  le  rayon  incident  et  le  rayon  réfracté  avec 
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la  callièt p PQ.  Posons 

AF  — a,  BG  = b , FG  = c,  FC  = x , ' 


d'où 
On  a 


CG  = c — x . 


AC  = \ja‘  -+-  x1,  CB  = y b7  -+-  (p  — x)1. 

Or  le  temps  que  le  mobile  mettra  pour  parcourir  AC  avec  la 


vitesse  u sera 


\/  a1  •+-  x3 


celui  qu’il  emploiera  pour  aller  de  C à 13  avec  la  vitesse  i< 
sera 

^b7  -H  (c  — x)’ 


Donc 


^n’-l-x3  b7 [c — x)’ 


minimum 


sera  l’équation  de  condition  en  vertu  de  laquelle  on  doit 
déterminer  x.  On  fera 


d’où 


u ^ a7  ■+-  x’  v ^b‘  -+-  (c  — x)' 


= o, 


Mais 


u ^ a‘  - 1-  x*  v ^ b7  -+-  ( c — x) 


r FC  • 

--  = sin  FAC  = sin  ACP , 

\l a7  - 4-  x7  AC 

c t‘  CG 

= ~ = sin  CBG  = sin  BCQ. 

\J b7  -t-  (c  — x)7  CB 

Ainsi  l’équation  précédente  revient  à 

sin  ACP  sin  BCQ  . sin  ACP  u _ 

u (>  ’ sin  BCQ  <>  ’ 

ce  qui  montre  que  le  sinus  de  l’angle  d’incidence  ACP  et 
• 16 
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celui  de  l’angle  de  réfraction  I5CQ  sont  en  rapport  constant , 
lorsque  les  milieux  que  traverse  la  lumière  restent  les 
mêmes  , quelle  que  soit  l'obliquité  du  rayon  incident. 

XIV.  On  peut  assembler  autour  d’un  point,  sans  laisser 
dévidé,  ou  six  triangles  équilatéraux,  ou  quatre  carrés  ; 
ou  trois  hexagones  réguliers.  De  toutes  ces  figures,  sup- 
posées isopérimètres,  l'hexagone  régulier  est  celle  dont 
l’aire  est  la  plus  grande.  11  est  remarquable  que  les  abeilles 
aient  donné  à leurs  alvéoles  la  forme  d’un  prisme  hexa- 
gonal, la  seule  propre  à remplir  deux  conditions  essen- 
tielles : renfermer  le  plus  grand  espace  sous  le  même  contour 
et  ne  laisser  aucun  vide.  Mais  ce  n’est  pas  la  principale 
merveille  de  leur  travail.  Elles  sont  surtout  admirables 
dans  la  manière  dont  elles  forment  les  fonds  de  leurs  cel- 
lules. Presque  toujours  elles  terminent  les  alvéoles  de  sorte 
qu’en  employant  le  moins  de  cire  possible,  ils  conservent 
la  même  capacité. 


Soit  le  prisme  hexagonal  régulier  ADI,;  inscrivons  dans 
la  base  ABCDEF  le  triangle  équilatéral  ACE;  enfin  me- 
nons par  un  point  quelconque  G de  l’axe  prolongé,  et  par 
les  trois  côtés  de  ce  triangle,  trois  plans  également  inclinés 
sur  cet  axe,  et  qui,  en  pénétrant  dans’ le  prisme,  en  re- 
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iranchent  les  trois  sommets  13,  D,  F;  alors  le  prisme  se 
trouvera  terminé,  non  plus  par  une  seule  face  hexagonale, 
mais  par  trois  fonds  évidemment  égaux  au  losange  GA1C. 
Il  est  visible  aussi  que,  quelle  que  soit  l’inclinaison  de  ces 
losanges  , la  capacité  de  l’alvéole  sera  toujours  la  même , 
parce  que  chacun  d’eux  retranche  du  prisme  le  même  vo- 
lume qu’il  lui  ajoute.  Par  exemple,  la  face  GAIC  retranche 
du  prisme  le  tétraèdre  1ABC,  et  ajoute  le  tétraèdre  égal 
GrACO.  Ces  deux  volumes  ont,  en  effet,  des  bases  égales 
ABC , AOC , et  des  hauteurs  égales  113,  GO.  Quant  à la  sur- 
face totale  de  l’alvéole,  elle  varie  avec  l’inclinaison  GPO 
des  fonds  sur  la  base  A13CDEF.  Or,  on  demande  quelle 
doit  être  cette  inclinaison  pour  que  la  surface  latérale  du 
prisme  et  de  ses  fonds  soit  la  plus  petite  possibl# 

Faisons  l’angle  GPO  t=  0,  et  prenons  pour  tinité  de  lon- 
gueur le  côté  de  l’hexagone  ou  le  rayon  du  cercle  qui  lui 
est  circonscrit;  enfin  soit  h la  longueur  de  l’^ke  ou  de  l’arête 
CL.  Les  diagonales  (il,  AC  du  losange  GAIC  se  coupent 
mutuellement  à angle  droit  et  en  deux  parties  égales,  d’où 

PI  = PG.  • • 

Le  quadrilatère  ABCO  est  encore  un  losange  dans  lequel 
BP  = PO , BO  = BC  = i et  AC  = y/3. 

Le  triaugle  BPI,  rectangle  en  B,  donne 


pi=iL« 

cos  0 
puisque 

Donc 


i 


BO 


?.  cos  6 a cos  6 


» BI  = BP.tang  0 = - tang  6, 


BP: 


| BO  = j. 


IK  = BK  — BI  = h — a rang  0; 
aire  du  trapèze  IKLC  = 7 (IK  4-  CL) . Kl.  = ■{•  ( 2 h — A.  rang  9); 

l’aire  totale  des  six  trapèzes,  ou  surface  latérale  de  l'alvéole. 

16. 


A 
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est  égale  à3(i/i  — £ tang  0).  D’ailleurs 

i 


IG  = 2 PI  = 


ainsi 


COS  0 


aire  du  losange  GAIC  = AC. PI  = y 3. 


2 cos  0 


3 / 3 

et  les  trois  losanges  égalent  ^ Par  conséquent,  la  sur- 
face latérale  de  l’alvéole  et  de  ses  fonds 


n — 3 ^2  /i  — ^ tang  0 \ -+- 


3 s/3 

2 COS  0 

Prenant  la  dérivée  et  l’égalant  à zéro,  afin  de  parvenir  au 
miniraun^  il  vient 


du 

Tf)' 


3 i 3 rs  sinG 

— 1 — i/o = o ; 

2 cos3  6 9.  cos3  0 


d’où 


puis 


^3  sin  G — i=o,  sinO  = ^/=; 


logsinO  = io  -f-  1,76144  = 9,76144* 

L’angle  qui  répond  dans  les  Tables  à «ce  sinus  est,  à très- 
peu  près , 


De  sin 


0 = 35°  16'. 
on  déduit 


fy/'-î  = \fv-  '»»8!=\/;’ 

i‘,=gp=i4i  = V/s' 


De  plus, 


AP  = — AC  = - V 3 , AI  = V AP3-t-  PI3 
9.  2 


i=  \/l= 


9.  f* 
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et  le  triangle  PA1  donne 

„ , , PI  A 

tan«PAI==Âp=Vr  . 

Donc,  puisque  tang0  = on  aura 

angle  PAI  = GAC  — GPO  = 8 
angle  GAI  ==  ICG  = 26  = 7o°32'; 
angles  AGC  -4-  AIC  = 36o0’ — 2 GAI  =218°  56', 

AGC  = AIC  = io9°28'. 

Ces  résultats,  par  leur  conformité  avec  les  mesures  prises 
sur  une  multitude  d’alvéoles,  font  voir  que  les  abeilles 
économisent  leur,  miel  de  la  manière  la  plus  avantageuse, 
de  la  manière  enfin  que  la  seule  géométrie  moderne  pouvait 
déterminer.  Ici , comme  dans  les  phénomènes  de  la  lumière, 
011  reconnaît  ce  que  le'savant  et  respectable  Haiiy  appelait 
la  devise  familière  de  la  nature:  économie  et  simplicité 
dans  les  moyens,  richesse  et  variété  inépuisable  dans  les 
effets. 

De  l’expression  ci-dessus  de  — on  déduit 


d7u 

~d¥ 


_ sin  8 é 3 / 1 sm!  8 

3 4-  3 — I h 2 

cos3  8 2 \ cos  8 cos3  8 


Et  si  l’on  substitue  pour  sinô,  cosô  leurs  valeurs  respec- 
tives, on  trouvera  pour  «"un  résultat  positif. 

XV.  Déterminer  la  plus  courte  distance  de'deux  points 
mobiles  dont  on  connaît  les  positions  initiales,  et  qui  se 
meuvent  uniformément  sur  deux  droites  données  dans 
l'espace. 

Soient  MM',  NX'  les  deux  droites  données.  Je  fais  passer 
par  la  droite  NN'  un  plan  parallèle  à la  droite  MM',  et  je 
prendrai  ce  plan  pour  celui  des  xy.  Ensuite  je  conduis  par 
la  droite  MM'  un  plan  perpendiculaire  au  précédent,  et  je 
fais  de  ce  second  plan  celui  des  xz.  Enfin,  par  le  point  M 
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de  départ  du  premier  mobile , je  mène  un  plan  perpendi- 
culaire aux  deux  précédents,  et  ce  troisième  plan  sera  celui 
des  zy . Cela  posé,  les  équations  de  la  droite  MM7  seront 

y = o,  * = y -, 
celles  de  la  droite  NN'  seront 

z — o,  y—. — ùang  0 .x  -t-  b , 

supposant  l’angle  MX  = â.  Imaginons  que  les  points  mo- 
biles, dont  les  positions  initiales  étaient  en  M(.r=o,  z=y) 
et  N (*,  6),  arrivent  au  bout  d’un  certain  temps  en  M'  (£,  y) 
et  N'  (e,  n).  Leur  distance,  en  ce  moment,  sera 


11  s'agit  de  trouver  le  minimum  de  celte  fonction.  Comme 
les  espaces  MM',  N N'  parcourus  par  les  deux  mobiles  dans 
le  môme  temps  sont  proportionnels  à leurs  vitesses,  on  a 

MM'  : N N'  : : p : q , ou  ? : NN'  ::  p . q, 

d’où 


Le  triangle  NX' K , rectangle  en  K , donne 
RN'=NN'  . cosKN'N, 
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■£  — a ~ ~ cos  8 , s=  a + — cos  8 , KN  = NN’  cos  KNN', 
P P 

ou 


Iq  . - „ I?  ■ c 

» = — î-  siu  6 , »i  = 6 sin  9. 


Substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  précédente  de  <£, 
il  vient 


d = ÿ/(ç  - a - Iz  cos  9y  + (s  — H sin  «y  - 


7 • 


Prenons  la  dérivée  par  rapport  à £,  et  faisons-la  égale  à 
zéro , nous  aurons 

— i^cose)  -î*n«  (ê_i?sineW  ' 

d’où  l’on  tire 

a(p- — pq  cos9)  -f-  &pq  sin  0 p u [p  — q cos9)  •+-  %q  sin  9 

p'-h  q‘ — 2 pq  COS  8 /■  r 

en  posant 

/>’  -4—  *7*  — 2 /«y  cos  8 = r5. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  r n’est  autre  chose  que  la 
base  d’un  triangle  dont  les  deux  autres  côtés  p , tj  fotment 
l’angle  9.  Ainsi,  par  un  point  quelconque  A delà  droite 
NjV,  soit  menée  la  droite  AB  parallèle  à OX,  et  de  ma- 
nière que 

ab  : an  ::  p . </, 


et  soit  tirée  par  les  points  N et  B la  droite  indéfinie  INDC  ; 

i 

NB  = r. 


nous  aurons 


Maintenant  prenons  sur  la  droite  NC  la  distance 


ND  - 


a (p  — q cos  8 ) ■+■  % q sin  9 
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ta  la  droite  DJV,  menée  par  le  point  D pareillement  à OX , 
ira  couper  la  droite  NN'  au  point  N'  pour  lequel  I)V  = 
Car  on  a la  proportion 

nb  : ba  ::  nd  : ‘dn', 

ou 


«(/>  — 1/  cosS)  -+-6</  sin  0 p x(p  — «y  cos  6 )-t- 6 <7  sin  9 

r\p  :: : =5. 

r r r 


On  portera  donc  celte  valeur  de  M en  M',  et  la  ligne  M'JN' 
sera  la  plus  courte  distance- cherché*.  Cette  solution  est  due 
à M.  Puissant. 

XVI.  Déterminer  la  plus  courte  distance  entre  deux 
droites  situées  dans  l’espace. 


Soient  OZ , AB  les  deux  droites  en  question,  .le  prends 
la  prSmière  pour  l’axe  des  z ; par  la  seconde,  je  conduis  un 
plan  ABHG  perpendiculaire  au  plan  xy,  et  la  trace  GH  sera 
la  projection  de  la  droite  AB.  Par  l’axe  OZ,  je  fais  passer 
un  plan  perpendiculaire  au  plan  ABHG  ; soient  1.1,  OI  les 
intersections  de  ce  nouveau  plan  avec  les  plans  ABHG  et 
XOY.  Enfin  soit  pris  OD  = IC  et  joint  CD.  Je  dis  que  cette 
dernière  droite  est  perpendiculaire  aux  deux  lignes  don- 
nées et  mesure  leur  plus  courte  distance.  En  effet,  les  plans 
ZOI,  XOY  étant  perpendiculaires  au  plan  ABGH  , l’inter- 
section OI  des  deux  premiers  est  perpendiculaire  sur  le 
troisième.  Donc  OI  est  perpendiculaire  sur  OZ  et  sur  IC  ; 
Cl,  comme  on  a pris  OD  = IC,  le  quadrilatère  OICD  est 
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un  rectangle;  la  ligne  Cl)  est  donc  perpendiculaire  à la 
droite  OZ  et  au  plan  ABGH;  CD,  perpendiculaire  au  plan 
ABGH  , est  aussi  perpendiculaire  à la  droite  AB  qui  passe 
par  son  pied  dans  ce  plan.  La  droite  CD  est  donc  en  même 
temps  perpendiculaire  aux  deux  lignes  données  ÜZ,  AB,  et 
elle  est  leur  plus  courte  distance.  Car  joignons  deux  points 
quelconques  K,  F de  ces  lignes.  La  perpendiculaire  KL  au 
plan  ABHG  sera  plus  courte  que  l'oblique  KF.  Mais 


KL  = DC; 

donc  la  droite  1)C  est  plus  courte  qu  une  ligne  menée  par 
deux  points  quelconques  des  droites  proposées. 

Cherchons  maintenant  l’expression'  analytique  de  la 
droite  DC  ou  de  son  égale  01.  Soi},  y = a.r  -f-  b l’équation 
de  GH  , a représentant  la  tangente  de  l'angle  GHO,  et  b 
désignant  l’ordonnée  OG.  Le  triangle  OGI,  rectangle  en  I, 
donne 


mais  >■ 

donc 

Or  de  tang  OHG  = 
par  conséquent , 


01  = OG . cos  G01  ; 
cos  GO!  = cos  OHG  ; 

f 

01  = OG.  cos  OHG. 
a on  déduit 

cos  OHG  = -- — ' : 

V i + «’ 

01  = >1— 

t/i-t-n1 


XVII.  Déterminer  la  plus  courte  droite  qui  puisse  être 
tracée  d'un  point  d'une  courbe  y = f (x)  à un  point  d'une 
autre  courbe  ri  = œ (?) , situées  dans  le  même  plan. 

La  droite  dont  il  s’agit  étant  celle  qU’on  peut  mener  entre 
deux  points  (.r,  r) , (? , '^)  pris  sur  les  deux  courbes,  sera 
exprimée  par 


■1 

I 


a5o  chapitre  quatrième. 

expression  qu’il  faut  considérer  comme  uue  fonction  des 
deux  variables  indépendantes  X et  £,  puisque  y est  une 
fonction  de  x seule,  et  r,  une  fonction  de  £ seule.  On  a 


dx  l ' dt~  l 

Égalant  ces  dérivées  à zéro  , il  vient 

. . dy  , , d yj  * 

* — 5 + (y  — ») ^ = o,  x — | -f-  [y  — »i) ==o, 

'd'où 


y — n dn 

1 ‘ — i -J-*  — ° ■ 

X — Ç d ç 


Ainsi , la  droite  minimum  menée  entre  les  deux  .courbes 
données  les  coupe  l’une  et  l’autre  à angle  droit. 

Prenant  les  dérivées  du  second  ordre,  et  supprimant  les 
termes  nuis  en  vertu  des  équations  précédentes,  on  trouvera 


dU 

■9)d* 

dx ’ 

i 

dU 

' + (jf)  ~{y'~ 

dU 

n)  dv 

d?  ~ 

i 

1 

• 

dy  d m 

*v 

dU 

dx  d | 

. ' 

dxd% 

/ 

l)’où  il  résulte  qu’eu  outre  des  conditions  précédentes,  il 

. d U 

faut  encore  que  les  valeurs  qu  on  vient  de  trouver  pour  ■> 

soient  positives,  et  que  la  condition 


dy  d r,  \ 
dx  d Ç ' 


! 
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soit  satisfaite.  En  général , la  plus  courte  distance  entre  deux 
courbes  tracées  dans  l'espace  est  la  droite  normale  à l une 

, i,  • * • 

et  a 1 autre. 

XVIII.  Trouver  la  plus  courte  distance  d’un  point  fixe 
à un  plan  donné. 

Prenons  le  point  fixe  pour  l’origine  des  plans  coordonnés; 
soient  , 

L = ax  4-  by  ■+■  cz  — K.  = o 

l’équation  du  plan  et  l la  distance  cherchée,  de  sorte  que 
/-  = x1  4 4-  î1  = minimum. 


Ajoutant  la  dilférenticlle  de  cettç  dernière  fonction  avec 
celle  de  la  précédente  multipliée  par  X,  et  faisant  la  somme 
égale  a zéro , on  en  déduira 
* 21  + 110  = 0,  2r+*i  = o,  *jj+ic  = o; 


d’où , successivement , 

x y z x1  y1  z 2 


.r’  -+  y7  -+  z7 


I )onc 


>'  z ax 


cz  ax  by  4-  cz 


ax  4-  br  4-  cz 


K a 


b ’ 


«’ïf-  6’  4-  c1 


ou 


et,  partant, 


*/J  — 1 

K a ' 4-  b'  4-  c’  ’ 


K 


\la'1  4-  b1  4-  C1 

pour  la' plus  courte  distance  ‘Cherchée. 

Cette- expression' est,  en  effet,  celle  de  la  perpendicu- 
laire l abaissée  de  l’origine  sur  le  plan 
K.  = ax  4-  by '4-  ci  ; 

car  ce  plan  coupe  l ;ixe  des  x en  un  point  qu’on  détermine 
'■n  faisant 

y • = s — o 
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. dans  l’équation  précédente , ce  qui  donne 

K. 

K cz  ax,  d'où  x — -•  »■ 

a 

Or,  si  l’on  joint  l’extrémité  de  cette  abscisse  avec  le  pied  de 
la  perpendiculaire  l,  on  aura  un  triangle  rectangle  dont  x 
est  l’hypoténuse  et  / un  côté  de  l’angle  droit.  11  viendra 
donc , en  appelant  X l’angle  que  forme  la  droite  l avec  l’axe 
des  x , 

l = x cos  X. 


Mais 


«■os  X = 

\'<i‘  - 


K 


-c2 

K 


° a\+ b2 c*  ^a2  -f-  b2  c2 

XIX.  Parmi  tops  les  parallélipipèdes.  rectangles  de 
même  surface,  déterminer  celui  qui  a le  plus  grand 
volume.  ■ , * . 

Les  arêtes  contiguës  d’un  même  angle  du  solide  cherché 
étant  x,  j',  z , on  aufii,  entre  ces  trois  variables,  la  fonc- 
tion 

• y = -nz , 


qu'il  s’agit  de  rendre  un  maximum,  et  l’équation  de  con- 
dition 

c = 2 ( xy  -+-  xz  -f-  yz). 

* 

En  appliquant  encore  ici  le  procédé  (1-40),  on  trouvera 
yz  -+-  X (r-t-  z)  = O , «H-i(xH-8)  = o,  x/.-pX  (x-f-.r)  = o . 
Eliminant  / entre  Ces  trois  équations , il  viendra 
X.=  y = z. 


Ainsi  le  volume  cherché  doit  être  un  cube. 

Il  reste  .à  vérifier  si  ce  résultat  correspond  à un  maxi- 
ilium.  A cet  effet  , nous  observerons  que  les  trois  variables 
devant  être  égales,  nous  pouvons  ramener  la  fonction  i>  à 


I 
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n’avoir  qu'une  seule  variable.  L’équation  de  condition, 
écrite  sous  la  forme  c = 2 \ xy  ( ,r  -f- y ) z J , donne 
c = 2 (x1  -4-  2xz); 

d’où 

C — 2 X' 

z ~ 4* 


Ensuite  f = .r*  3 deviendra 


ainsi 


ex  — 

4 

c — 6 x’ 


4 ■ 

et  la  condition  v'  = o est  satisfaite,  puisqu’en  faisant 
x = y = z , dans  l’équation  de  condition , elle  se  transforjnr 
en  c=6.r!.  Enfin  * 


I2X 

T 


— 3x, 


résultat  dont  le  signe  caractérise  un  maximum. 

X'X.  De  tous  les  parallélipipèdes  inscrits  dans  une 
sphère,  quel  est  le  plus  grand? 

11  est  visible  que  l’on  11e  peut  inscrire  que  des  paralléli- 
pipèdes rectangles  ayant  môme  centre  et  môme  diagonale 
que  le  centre  et  le  diamètre  d de  la  sphère.  Appelant  x,y,  z 
les  trois  arêtes  conligutk,  et  v le  volume  du  parallélipipède 
cherché , on  aura 


d’où 


■t’+y’+î’srf1,  z=\l<t'‘  — x‘  — y* , 

v = xy  \fd7 — x 5 — y7  — maximum; 


dv 

Tx  = y',d' 


x*y 


sjd\—  : 


de 

dy 


\'d7  — x\ — y 


Jd7  — x’  — y7 

- {d7  —r  2 x-  — y7), 

(d7  — ■>.  y7  — x2). 
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On  posera  donc  di — ax! — yx  — o et  d 5 
Ce  qui  donnera 


et,  par  suite, 


Ces  trois  valeurs  étant  égales , on  n'a  plus  qu’une  fonction 
à une  seule  variable 


K = X-  <fd7 2I!  = \d7X*  — 2J*, 


et  la  condition 

, ta  d7 x3 — 6x5  ?.x(d7 — 3x3) 

yV/’x4 — 2i‘  y/rf3 — 2x3 


est  satisfaite  par  la  valeur  précédente  de  x,  puisqu'elle 
donne 


Posant 


d 7 — 3x3  — o. 


il  vient 


d7  — 3x3  = X, 


e"  = X'X, 


2X 

-p-=  = X, , 
y id*  — ix7 


\d\ — 2 x7 

et  ce  résultat  se  réduit  à 

= — y/3.4  rf. 


On  pourra  s’exercer  encore  sur  les  problèmes  suivants , 
dont  il  sera  facile  de  trouver  les  solutions  d’après  les  déve- 
loppements qui  précèdent. 

XXI.  Trouver  le  plus  grand  cylindre  (/non  puisse  in- 
scrire dans  un  cône  droit. 

XXII.  De  tous  les  cylindres  qu'on  peut  inscrire  danj 
une  sphère,  trouver  celui  dont  la  surface  convexe  est  un 
maximum , ou  dont  le  volume  est  le  plus  grand  possible. 
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XXIII.  Entre  tous  les  parallèlipipbdes  rectangles  de 
même  volume , trouver  celui  dont  la  surface  totale  est  un 
minimum. 

XXIV . Parmi  tous  les  parallèlipipbdes  rectangles  d'un 
même  volume  et  dont  un  des  côtés  est  donné,  quel  est 
celui  dont  ta  surface  totale  est  un  minimum? 

XXV  . Parmi  tous  les  cylin  dres  droits  de  même  volume , 
quel  est  celui  dont  la  surface  totale  est  un  minimum? 

XXV  I.  Entre  tous  les  cylindres  droits  de  même  surface 
totale,  assigner  celui  qui  a le  maximum  ou  le  minimum  de 
volume. 

XXVII.  L n orfèvre  veut  confectionner  un  vase  d’or 
cylindrique  ouvert  en  dessus,  qui  contienne  une  quantité 
de  liquide  égale  à v ; mais , désirant,  économiser  la  ma- 
tière le  plus  possible,  on  demande  quelles  doivent  être  les 
dimensions  de  ce  vase. 

XXV  III . Entre  tous  les  cônes  droits  d ’un  même  volume, 
déterminer  le  minimum  en  surface  totale. 

XXIX.  Parmi  tous  les  cônes  droits  de  même  surface 
totale,  assigner  celui  qui  a le  maximum  ou  le  minimum  de 
volume. 

XXX.  Entre  tous  les  cônes  qui  ont  même  volume, 
trouver  celui  qui  a la  moindre  surface  convexe. 

Le  calcul  différentiel  ne  saurait  cependant  servir  à ré- 
soudre toutes  les  questions  de  minimis  et  maximis.  Il  en  est 
beaucoup  dont  la  solution  exige  l’emploi  du  calcul  des 
variations. 

Des  courbes  planes. 

143.  Outre  les  courbes  qui  résultent  de  l'intersection  de 
la  surface  d’uu  cône  coupée  par  un  plan,  et  qu’on  appelle 
sections  coniques , les  anciens  comptaient  quelques  autres 
courbes  que  nous  ferons  connaître  succinctement,  afin 
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(l’avoir  occasion  de  leur  appliquer  par  la  suite. quelques 
principes  du  calcul  différentiel , et  aussi  parce  qu’elles  mé- 
ritent , surtout  quelques-unes , d’intéresser  par  elles-mêmes. 
Ces  courbes  sont  la  conchoïde,  la  cissoïde,  la  quadratrice, 
la  logarithmique,  la  sinusoïde,  la  cycloïde  et  les  spirales. 

Pour  parvenir,  en  général,  à découvrir  les  propriétés, 
d’une  courbe,  on  la  représente  par  son  équation,  et  cela 
est  toujours  possible  à l’égard  d’une  courbe  dont  la  défini- 
tion est  connue.  Son  équation  est  alors  la  relation  constante  - 
qui  existe  entre  les  coordonnées  de  chacun  de  ses  points 
rapportés  à deux  droites  fixes  perpendiculaires  ordinaire- 
ment l’une  à l’autre.  D’où  l’on  voit  qu’une  courbe  tracée  au 
hasard  ne  saurait  être  susceptible  d’être  mise  en  équation. 

Une  courbe  est  dite  algébrique  ou  transcendante,  suivant 
que  son  équation  est ‘purement  algébrique,  ou  renferme 
des  exponentielles,  des  lignes  trigonométriques,  des  loga- 
rithmes, etc.  Ainsi  le  cercle,  l’ellipse,  l’hyperbole,  la  para- 
bole, la  conchoïde,  la  cissoïde,  etc.,  sont  des  courbes  algé- 
briques. Mais  la  quadratrice , la  cycloïde , la  logarithmique , 
la  sinusoïde  et  les  spirales  sont  des  courbes  transcendantes. 

Nous  prendrons  pour  le  degré  ou  l’ordre  d’.Une  courbe 
algébrique  le  degré  même  de  son  équation.  D’oii  il  suit  que 
la  ligne  droite  sera  du  premier  degré  ou  du  premier  ordre; 
les  sections  coniques  seront  des  courbes  du  second  degré  ou 
du  second  ordre;  la  cissoïde  sera  une  courbe  du  troisième 
degré,  la  conchoïde  sera  du  quatrième  degré.  Sur  quoi  il 
faut  observer  que  le  degré  de  l’équation  d’une  courbe  est 
indépendant  du  système  d’axes  rectilignes  auxquels  on  rapr 
porte  cette  courbe  et  qu’il  ne  change  pas  en  changeant 
l’origine  et  la  direction  des  axes.  Mais  on  conçoit  qu’une 
équation  à deux  variables  ne  représente  pas  nécessairement 
une  courbe  de  l’ordre  indiqué  par  son  degré , et  qu’elle  peut 
représenter  un  système  de  lignes  d’un  ordre  inférieur.  Par 
exemple,  l’équation 

yi  _ -+-J1  -h  xy  = o , 
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quoique  du  troisième  degré,  n’appartient  à aucune  courbe 
■ de  ce  degré;  car  elle  équivaut  à 

y (r  + x)  lr  — ■*  + «); 

et  l’on  voit , sous  cette  forme  , qu’elie  représente  trois  lignes 
■ droites,  savoir  , 

y — o,  y — — r,  y =..«.•  — i . 

Une  équation  à deux  indéterminées  peut  même  ne  repré-" 
senter  qu'un  système  de  points,  ou  ne  représenter  rien  du 
tout.  C’est  ainsi  que  le  lieu  de  l'équation 

(x3  — a ’)  (j-3  — b‘)  ==  o 

est  le  système  de  quatre  points;  car  elle  se  décompose  en 
x-  — a?  — o , y 1 — è3  = o , 
ce  qui  donne  respectivement 

.r  = dh  a , y — dz  b. 

l)’où  résultent  les  quatre  solutions 

* 

_ x — a , ir  — a , x — — a , x — — a , 

X — bi  ■y  = —/>iy=b;i  y — ~ b. 

L’équation 

* x*  4-  jr*  3 = o, 

étant  absurde , ne  représente  rien  ; car  aucune  valeur  de  x et 
de  y ne  peut  vérifier  cette  égalité. 

Les  courbes  représentées  par  l'équation  générale 

sont  dites  les  paraboles  des  différents  ordres.  En  y faisant 
ni  — n = i , on  a l’équation  de  la  parabole  ordinaire.  L’é- 
quation^3 = p*x  est  celle  de  la  première  parabole  cubique; 
taudis  que  j-3  = px'  désigue  la  seconde  parabole  cubique. 
Ces  deux  paraboles  n’ont  point  du  tout  la  même  figure;  la 
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première  forme  une  inilexion  à l’origine,  et  la  seconde  y 

forme  un  rebroussement. 

L’équation  y = a -+-  bx  4-  ex * ...  -4-  hx"  est  celle  d’une 
courbe  parabolique  du  degré  n. 

Enfin  y"'x"  = p'"+ne st  l’équation  des  hyperboles  des 
degrés  supérieurs  rapportées  à leurs  asymptotes. 


144.  La  conchoïde.  — Par  un  point  fixe,  ou  pôle  F, 
soient  menées  à une  droite  directrice  OX  une  infinité  de 
lignes  FM,  FN,  etc.,  et  soient  prises  sur  ces  lignes  les  dis- 
tances pgales  AM , AP,  IN , IQ  , etc.  La  courbe  qui  passera 
par  les  points  M,  N,  etc.,  situés  au-dessus  de  la  directrice, 
sera  la  conchoïde  supérieure  ; et  la  courbe  qui  joindra  les 
points  P,  Q , etc.,  placés  au-dessous  de  la  directrice,  sera  la 
conchoïde  inférieure . Ces  deux  courbes  sont  censées  n’en 
faire  qu’une. 

Pour  trouver  l’équation  de  la  conchoïde,  nous  remar- 
querons qu’elle  résulte  de  l’intersection  continuelle  de  la 
droite  FM,  tournant  autour  du  pôle  F,  et  'd’un  cercle  de 
rayon  constant  dont  le  centre  glisse  le  long  de  OX  et  se 
trouve  toujours  sur  FM.  Prenons  OX  et  la  perpendicu- 
laire OY  pour  axes  des  coordonnées  ; soient 

OA  =a,  OF  = b , AM  = r, 

enfin 


tangMAX  — a. 

La  droite  FM  et  le  cercle  MGP1  donnent  les  équations 


fi)  y—ax — b, 

(a)  (x  — a)’  + X1  = r7. 

D'ailleurs,  comme  le  point  A (x=  «,  j ==o)  appartient 
à la  droite  FM,  on  a 

(3)  o — au  — b . 

il  n’y  a plus  qu'à  éliminer  a et  x.  D’abord  l'équation  (i) 
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donne 

_r  + i 

X ’ 

l'équation  .(.1)  donne  ensuite 

b bx 

7 ~ a ~ r+  b 


Substituant,  dans  l’équation  (2),  il  vient 


pour  l’équation  de  la  conchoïde. 


Si  b r,  il  se  forme  en  F un  nœud  qui  disparait  et  se 
change  en  un  point  de  rebroussement  lorsque  h = r. 


L'équation  (4)  montre,  aussi  bien  que  la  description  de 
la  courbe,  que  y ne  saurait  être  > r.  Quand  y = rh  r,  il 
vient  x = o.  Ainsi  les  deux  branches  de  la  courbe  coupent 
l’axe  des  y à une  distance  de  la  directrice  égale  à r. 

Ensuite  ces  deux  branches  se  rapprochent  continuelle- 
ment de  la  directrice,  mais  ne  l'atteignent  jamais,  puisque 
1 éqqation  (4) , mise  sous  la  forme 


donne 


{jr  -+-  b)  y/r»  — 


br 

o 
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lorsque  y = o.  La  directrice  de  la  conchoïde  est  donc  l’a- 
sympiole  de  cette  courbe. 

On  peut  développer  l’équation  (4)  sous  la  forme 

y1  -+-  2 ’by3  H-  ( b7  — r7  -f-  x1)  y-  — âbr7  y — b7r7\ 

d’où  l’on  voit  que  la  conchoïde  est  une  courbe  algébrique  du 
quatrième  degré.  Elle  fut  découverte  par  Nicomède,  qui 
l’employa  pour  résoudre  le  problème  de  la  duplication  du 
cube. 

145.  La  cissoïde.  — Soit  le  cercle  ACO  dont  OA  = a r 
est  le  diamètre,  et  AB  est  la  tangente  menée  à l’extrémité 
A de  ce  diamètre.  Si,  après  avoir  tiré  de  l’autre  extré- 
mité O du  même  diamètre  des  droites  telles  que  OB  à divers 
points  de  la  tangente-,  on  prend  OE  = CB,  etc.,  la  courbe 
OELS...,  qui  joindra  tous  les  points  E ainsi  déterminés,  se 
nomme  cissoïde. 


11  est  évident  que  cette  courbe  résulte  de  l’intersection 
continuelle  d’une  droite  OB  mobile  autour  du  point  O,  et 
d’un  cercle  dont  le  centre  est  en  O et  dont  le  rayonOE  = R 
varie  avec  son  égal  CB:  il  ne  s’agit  que  d’exprimer  analy- 
tiquement ces  conditions  pûur  arriver  à l’équation  de  la 
courbe.  Or,  prenant  l’origine  au  point  O et  le  jdiamè.tre  OA 
pour  l’axe  des  abscisses,  la  droite  OB  et  le  cercle  variable 
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qui  la  coupe  ont  pour  équations 
( i ) y — ax , ( 2 ) x’  y*  = R! . 

En  même  temps  le  cercle  directeur  ACO  a pour  équation 
(3)  y*  = irx — x’. 

Si  l’on  élimine  y entre  les  équations  (i)  et  (3),  il  vient, 
pour  la  valeur  de  l’abscisse  du  point  C, 

2 r 


OD  =: 


i -f-  a 1 


On  en  conclut 


DA  = 


i g’ 

D’un  autre  côté , le  triangle  OEF  donne 
OF  ==  R côs  EOF  ; 

niais  l’angle  EOF,  dont  la  tangente  est  n,  a pour  cosinus 


. -H  a' 


Donc 


OF  =.. 


R 


V 


Ainsi  la  condition  OE  = CB  se  traduira  par  l’équation 


R y i + «'  = 2 ra’. 

Afin  d’exprimer  que  cette  condition  a lieu  pour  toutes  les 
positions  de  la  droite  OB , c’est-à-dire  indépendamment  de  a 
et  de  R,  il  faut  éliminer  ces  deux  variables  au  moyen  des 
équations  (i)  et  (2).  O11  trouve 


d’où 

(4) 


x3  -f-.xy  ’ = 2 ry 1 , 


-Vî£ 


Ainsi  la  cissôïde  est  une  courbe  algébrique  du  troisième 
degré. 
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L’équation  (4)  montre  que  x ne  peut  être  ni  négatif,  , 
ni  2 /*,  puisque  dans  l’un  et  l'autre  cas  y serait  imagi- 
naire. Donc  la  courbe  est  bornée  d’un  côté  par  le  point  O 
et  de  l’autre  par  la  tangente  AIL  Entre  ces  limites  elle  est  sy- 
métrique par  rapport  à l’axe  des  x , à cause  des  deux  valeurs 
égales  et  de  signes  contraires  de  y.  Elle  passe  par  l’origine , 
car  lorsque  x — o,  y est  aussi  égal  à o.  Et  comme  X—v 
donne  y — r,  elle  intercepte  deux  quadrants , OL , O K. , sur 
la  circonférence  directrice.  Enbn  x = ar  donnant  y = 00  , 
il  s'ensuit  que  la  tangente  AB  est  asymptote. 

Dioclès,  inventeur  de  la  cissoïde,  la  fit  servir  à la  re- 
cherche des  deux  moyennes  proportionnelles  entre  deux 
droites  données,  problème  qui  renferme,  comme  cas  partie 
culier,  celui  de  la  duplication  du  cube.  On  doit  à Newton 
le  moyen  de  tracer  la  cissoïde  par  un  mouvement  continu. 
Mais  la  duplication  du  cube , ainsi  que  la  trisection  de 
l’angle,  qui  exercèrent  la  sagacité  des  anciens  géomètres» 
ont  perdu  leur  célébrité  depuis  qu’on  résout  les  mêmes 
questions  d’une  manière  très-simple  paï  l’emploi  du  cercle 
et  d’une  autre  courbe  du  second  degré. 

146.  La  qaadratrice.  — Soit  un  cercle  ABC,  et  suppo- 
sons que  la  tangente  AT  et  le  rayon  PA  se  meuvent  en- 
semble et  uniformément , la  tangente  en  s’approchant  de 
PB  parallèlement  à elle-même,  et  le  rayon  en  parcourant 
le  quart  de  circonférence  de  A vers  B;  de  sorte  que  le  mou- 
vement de  ces  deux  lignes  commence  lorsqu’elles  sont  per- 
pendiculaires l une  à l’autre  au  point  A , et  finit  lorsqu’elles 
sont  toutes  les  deux  couchées  suivant  PB.  On  appelle  qita- 
dralrice  la  courbe  AFD  produite  par  l’intersection  conti- 
nuelle de  la  tangente  et  du  rayon  mobiles. 

Prenons  les  perpendiculaires  PB,  PA  pour  les  axes  coor- 
donnés; soient  PI , EH  le  rayon  et  la  tangente  mobiles  dans 
l’une  de  leurs  positions  simultanées.  Faisons  AP  = r, 
l’angle  IPA  = 5,  PE  = 0.  Les  équations  de  PI  et  EH 


Digitized  by  Google 


APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  263 
sont. 

>F=-Ztang9,  X = !/.. 

Mais,  d’après  la  définition  de  la  courbe,  011  a 


ou 


ae  : ap  ::  ai  : ab 


Eliminant  « et  9 , il  vient  ' 


pour  l’équation  aux  coordonnées  rectangulaires  de  la  qua- 
dratrice.  D’où  l’on  voit  que  cette  courbe  est  transcen- 
dante. 


L’équation  (1)  montre  encore  que , pour  les  valeurs  de  x , 
depuis  zéro  jusqu’à  r,  l'ordonnée  y est  positive  , et  les  points 
de  la  courbe  se  trouvent  au-dessus  du  diamètre  AC.  Lors- 
que x = r,  on  a y = o , et  la  courbe  passe  au  point  A ; mais 
pour  x^>r,  l’ordonnée  devient  négative,  et  la  courbe  s’étend 
au-dessous  de  l’axe  AC;  enfin  x = ar  donne  y — — 00  , et 
la  perpendiculaire  SL,  correspondante  à cette  abscisse,  est 
asymptote.  « 
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Oh  peut  écrire  J’équation  fi)  sous  la  forme 


(») 


rot 


(r~) 


Si,  maintenant,  nous  faisons  X=  o,  il  viendra,  pour  l’or- 
donnée du  point  où  la  courbe  coupe  l’axe  PB, 


o 

r = ô: 


symbole  dont  la  valeur  (124)  est  , 


Y — 


r 

n 


9 

On  aura  donc,  en  faisant  abstraction  du  signe  , 


PD  = 


r» 


tt  r 


PA1 
are  AB 


2 

d’où  la  proportion 

PD  : PA  ::  PA  : arc  AB. 


Ainsi,  la  courbe  étant  tracée,  il  est  facile,  par  le  moyen 
d’une  troisième  proportionnelle,  d’obtenir  le  quart  de  la 
circonférence  ABC,  et,  partant,  cette  circonférence  tout 
entière. 

C’est  cette  remarquable  propriété  de  la  courbe  de  Dinos- 
trate  qui  lui  a fait  donner  le  nom  de  quadratrice , à cause 
de  l’utilité  quelle  lui  parut  avoir  pour  la  quadrature  du 
cercle.  Ce  problème  serait,  en  efl'el,  résolu  si  l’on  pouvait 
déterminer  d'une  manière  précise  le  point  D.  Mais  cela  est 
évidemment  impossible , puisque  ce  point  doit  résulter  de 
l’intersection  de  deux  droites  qui  se  confondent  l’une  et 
l’autre  avec  PB.  La  quadrature  du  cercle  n’est  donc  nulle- 
ment avancée  par  l’invention  de  la  courbe  qui  nous  occupe  ; 
mais  elle  a pu  servir  avec  plus  de  succès  à résoudre  le  pro- 
blème de  la  trisection  de  l anglei 
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1 47.  La  logarithmique. — On  nomme  ainsi  la  courbe 
dans  laquelle  les  abscisses  sont  les  logarithmes  des  ordon- 
nées correspondantes.  Elle  a pour  équation  x = Lr,  ou 
y — a*, a étant  la  base.  Il  est  aisé  de  voir  que  si  «est  positif 
et  i,  à mesure  que  x croit  positivement,^  croit  aussi 
positivement;  et  que  plus  x croit  négativement,  plus  y 
décroît,  mais  toujours  positivement.  Ainsi  la  courbe  n!a 
qu’une  branche  qui  est  infinie  de  part  et  d’autre  de  l’axe 
des  y,  et  qui  est  sans  cesse  placée  au-dessus  de  l’axe  des  x , 
mais  dont  elle  s’approche  indéfiniment  du  côté  des  x né- 
gatifs, de  sorte  que  cet  axe  est  asymptote. 

Si  la  base  « , sans  cesser  d’être  positive , est  <[  i , la  courbe 
s étendra  encore  indéfiniment  au-dessus  de  l’axe  des  x , mais 
en  s'approchant  de  cet  axe  du  côté  des  x positifs.  Dans  l’un 
et  l’autre  cas,  l'ordonnée  du  point  où  la  courbe  coupe  l’axe  • 
des  y est  égale  à l’unité,  et  l’ordonnée  du  point  cor- 
respondant à x=i  et  y = a.  De  plus,  si  l’on  prend  les 
abscisses  en  progression  par  différence,  les  ordonnées  cor- 
respondantes seront  en  progression  par  quotient. 

L’équation  y — Lx,  ou  x — a' , a étant  positif,  est  aussi 
celle  d’une  logarithmique  qui  ne  diffère  point  de  la  précé- 
dente lorsqu’on  change  l’un  pour  l’autre  les  axes  des  x et 
des j . Les  différentes  espèces  de  logarithmiques  se  distin- 
guent entre  elles  par  la  base  a. 

148.  La  sinusoïde,  ou  la  courbe  des  sinus,  est  le  lieu 
géométrique  de  l’équation 

r = sin  x. 

Dans  celte  courbe,  chaque- abscisse  x est  le  développement 
d’un  arc  de  cercle  dont'  l’ordonnée  y csl  Ie  sinus,  le  rayon 
étant  Les  points  d’intersection  de  cette  courbe  avec  l’axe 
des  x sont  tous  ceux  pour  lesquels  y ou  sin  x — o.  Cela 
arrive  lorsque  l’are  est  égal  à 

o , 7v  /*,  2 r.  r,  3 r 
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On  portera  donc , sur  l’axe  des  x , à partir  de  l’origine , des 
distances  successives  égales  à 7ï  r,  et  les  points  déterminés 
de  la  sorte  seront  les  points  où  la  courbe  traversera  l’axe. 

TT  T 3 TT 

Le  plus  grand  sinus  étant  celui  des  arcs  — , — - , etc. , le- 
quel est  égal  à r,  il  s’ensuit  que  les  plus  grandes  ordonnées 
correspondent  à ces  arcs,  et  sont  tour  à tour  positive  et 
négative,  puisqu’elles  tombent  altèrnativemént  au-dessus 
et  au-dessous  de  l’axe  des  x.  La  courbe  se  prolonge  indéfi- 
niment de  chaque  côté  de  l’axe  des  y.  C’est  par  le  rayon  r 
que  dillêrent  entre  elles  les  courbes  des  sinus. 


119.  La  cycloidc. — Supposons  qu  un  cercle  roule,  sans 
glisser,  sur  une  droite  indéfinie  ; le  point  de  sa  circonférence 
qui,  originairement,  était  en  contact  avec  cette  droite,  dé- 
*crira  une  courbe  qù’on  nomme  cyclo'ulc.  Elle  jouit  de  pro- 
priétés géométriques  et  mécaniques  très-remarquables , et 
dont  la  découverte  est  due  aux  travaux  de  Pascal , Huy- 
ghens,  Bernoulli,  etc. 


Soient  C la  position  actuelle  du  centre  du  cercle  généra- 
teur, et  M celle  du  point  de  sa  circonférence , qui , à l’origine 
du  mouvement  de  ce  cercle,  était  en  contact  au  point  O avec 
la  droite  OX.  Prenons  celte  droite  pour  l’axe  des  x , et 
pour  l’origine  des  coordonnées  le  point  O.  Pendant  que  le 
cercle  roulera  sur  Taxe  OX  , le  centre  sc  mouvra  parallè-. 
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lement  au  même  axe,  et  le  rayon  CM  tournera  autour  du 
centre  en  décrivant  un  angle  qui  eroitra  sans  cesse.  Dési- 
gnons par  0 cet  angle  MCR,  par  r le  rayon  du  cercle , et 
par  x , y les  coordonnées  OP,  MP  d’un  point  quelconque  M 
de  la  courbe.  La  valeur  absolue  de  l’arc  MR  sera  le  qua- 
trième terme  de  la  proportion 

i : 5 ::  r : r9. 


il  est  évident,  en  outre,  que  cet  arc  est  égal  à la  lon- 
gueur OR  parcourue  sur  l’axe,  puisque  tous  les  points  de 
cet  arc  se  sont  tour  à tour  appliqués  sur  OR.  Soit  abaissée 
du  point  M la  perpendiculaire  MI  sur  le  diamètre  DR , 
on  aura 

MI  = sin  MR  ==  r sin  6,  • 

eu  vertu  de  la  proportion 

i ; r : ; sin  9 : sin  MR. 

De  même , 

. CI  —r  cos  9. 

On  trouvera  encore  aisément 


(0 

r = r (9  — sin  9), 

(2) 

y = r(i  — nos  9 ) ; 

d’où 

cos  0 — 

• Y . , \Ziry  — r1 

— ? sm  9 = — i 0 

r r 


Substituant  ces  deux  dernières  valeurs  dans  l’équation  (i), 
il  viendra 

( 3 ) ,t  = r are  |cos  = — 'j  — sjl  ry  — . 

C’est  l’équation  en  termes  finis  de  la  cycloïde , courbe 
transcendante,  ainsi  que  la  quad  rat  ri  ce,  la  logarithmique, 
la  sinusoïde  et  les  spirales,  dont  nous  parlerons  bientôt. 
L’examen  de  l’équation  (3)  fait  voir  que  l'ordonnée  ) 
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d’un  point  quelconque  de  la  courbe  ne  saurait  être  néga- 
tive, ni  plus  grande  que  le  diamètre  sr  du  cercle  géné- 
rateur. En  effet,  i°  si  l’on  suppose 


l’expression 

deviendra 


y— —y. 


• l r — y\ 

arc  I cos  = I 

/ r + /\ 
arc  j ros  = I ; 


or. 


r Y 


> ■> 


et  il  n’est  point  d'are  dont  le  cosinus  soit  plus  grand  que  le 
rayon . . -, 

. a”.  Supposons 

y = 2 r -+-  / ; 


alors,  le  terme  yjo-ry — y*  deviendra  \/ — (îrl  +/'), 
résultat  absurde.  D’ailleurs  l’équation  (2)  montre  que  le 
maximum  de  y a lieu  pour 

0 = r , d’où  y — 1 r. 


11  est  donc  clair  que  le  point  M s’élevant  à mesure  que  6 
croît  depuis  zéro  jusqu’à  jt,  parviendra  au  point  G,  le 
plus  haut  de  la  cycloïde  -,  lorsque  la  moitié  de  la  circonfé- 
rence génératrice  aura  roulé  sur  l’axe  OX.  L’arc  de  courbe 
OMG , décrit  alors  par  le  point  M,  sera  la  moitié  de  sa  ré- 
volution, et  ce  point  continuant  à se  mouvoir  décrira 
l’autre  moitié  de  la  courbe  5 de  sorte  qu’il  sera  de  retour 
sur  l’axe  OX  lorsque  la  circonférence  génératrice  aura 
roulé  tout  entière  sur  l’axe  OX.  D’oit  il  suit  que 

OF  = FQ  = r r, 

et  que  l’abscisse  OQ.  parcourue  par  une  révolution  entière 
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du  cercle , sera  égale  à sa  circonférence  2 - r.  Cetle  abscisse 
se  nomme  le  grand  diamètre,  et  quelquefois  le  grand  axe, 
ou  la  base  de  la  cycloïdc,  tandis  que  GF  s’appelle  le  petit 
diamètre,  ou  le  petit  axe,  ou  la  hauteur  de  la  courbe, 
et  G le  sommet.  Si  le  cercle  générateur  continue  à rouler 
sur  l’axe  OX,  le  point  AI  engendrera  un  nombre  illimité 
de  cycloïdes;  et  comme  ce  cercle  peut  aussi  se  mouvoir 
dans  le  sens  des  x négatives , le  point  M décrira  encore  une 
suite  indéfinie  d’autres  ‘cycloïdes , à gauche  des  premières. 
On  voit  donc  que  l’équation  (3)  représente  une  infinité  de 
cycloïdes,  soit  du  côté  des  x positives,  soit  du  côté  des  x 
négatives,  toutes  situées  au-dessus  de  l’axe  des  x , égales 
entre  elles,  et  occupant  sur  cet  axe  un  intervalle  égal 
à i?.r.  Chaque  cycloïdc  est  d’ailleurs  formée  de  deux  moi- 
tiés symétriques,  telles  que  FGO,  FGQ;  mais  on  devra 
changer  alternativement  le  signe  du  radical , en  passant  de 
l’une  de  ces  moitiés  à l’autre. 

150.  Spirale  d’Archimède.  — On  donne  le  nom  de 
spirale,  à toute  espèce  de  courbe  qu'on  peut  couper  en 
un  nombre  indéfini  de  points  par  une  droite  nommée 
rajôn  vecteur,  tirée  d'un  point  fixe,  dit  le  pèle  de  la 
courbe. 


Si  une  droite,  située  d’abord  dans  la  position  PA  , tourne 
•uniformément  autour  du  pôle  P,  tandis  qu’un  point  mo- 
bile, parti  de  ce  pôle,  parcourt  uniformément  la  même 
droite,  en  sorte  que  ce  point  arrive  au  point  À lorsque  la 
droite  \nobile  revient  à sa  position  primitive;  si  cette  même 
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droite,  après  avoir  accompli  cette  première  révolution, 
continue  à tourner  dans  le  même  sens , pendant  que  le  point 
générateur  s’éloigne  toujours  du  pôle  de  manière  à se  trouver 
à une  distance  PQ=  u AP  de  ce  pôle  à la  fin  de  la  seconde 
l’évolution  de  la  droite  mobile,  et  ainsi  de  suite  : le  point 
qui  glisse  continuellement  sur  la  droite  mobile  décrira  une 
courbe  qui  s’appelle  la  spirale  d’Archimède , Ainsi,  on 
peut  considérer  cette  courbe  comme  étant  engendrée  par  un 
point  mobile  qui , en  même  temps  que  le  rayon  vecteur  fait 
une  révolution,  parcourt  sur  ce  rayon,  d'un  mouvement 
uniforme,  une  longueur  p.  On  nomme  spire  chaque  partie 
de  la  courbe  engendrée  dans  une  révolution  complète  de  la 
droite  mobile  (*). 

Il  est  clair  que,  dans  la  spirale  dont  il  s'agit,  les. espaces 
parcourus  par  le  point  mobile  sur  la  droite  mobile  sont 
proportionnels  aux  espaces  parcourus  par  la  droite  mobile 
sur  la  circonférence.  Ainsi,  faisant  PA  = p,  Pm=.p,  et 
l’angle  mPA  = 0,  on  aura,  pour  un  point  quelconque  m 
de  la  courbe , 

P : e : air; 

d’ou  l’on  tire 

. . pO 

( Il  p = - — ou  a — a 6, 

2 n' 

en  posant 

p = 2 7T  fl.  , * 

Si  l'on  suppose  successivement 

0 — o.n  •=  , 

l’équation  (i)  donne 

p = p z=  ip  = 3/j  = < . 

*i  ‘ • ' 

(*)  C’est  Conon , de  Safuos , qui  inventa  celte  spirale;  iqais  elle  porte' 
le  nom  d’Archimède,  parce  que  ce  célèbre  géomètre  en  découvrit  les  prin- 
cipales propriétés.  Samos  fut  aussi  la  patrie  de  Pythagore,  trois  siècles  au- 
taravant.  Archimède,  né  à Syracuse,  florissait  ?5o  ans  avant  l’èrc  chré- 
pienne. 
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De  sorte  qu’à  chaque  spire  le  rayon  vecteur  augmente  (le  p. 
Pour  0 = o,  on  trouve  p — o.  Du  reste,  on  suppose  0 tou- 
jours positif,  ainsi  que  p.  La  courbe  commence  au  pôle  et 
forme  une  inGnité  de  révolutions  autour  de  ce  point,  dont 
elle  s’éloigne  de  plus  en  plus.  EnGn  , toute  droite  menée  du 
pôle  la  coupe  uue  infinité  de  fois. 

loi . La  spirale  hyperbolique.  — Etant  tracée  une  droite 
indéfinie  PA,  soient  décrits  du  point  P,  comme  centre , des 
arcs  HM,  AI , etc.,  égaux  en  longueur  à p : la  courbe  LVIjN  , 
qui  joint  les  extrémités  de  ces  arcs , sera  une  spirale  hyper- 
bolique. Ce  nom  lui  vient  de  l’analogiede  son  équation  avec 
celle  de  l’hyperbole  , ainsi  qu’on  va  le  voir. 


Soit  le  rayon  vecteur  PM  = p , l’arc  GF  = 0,  le  rayou  PF 
étant  l’unité.  On  a 

p \ o : : p : i , d’où  . p o = , 

* 

équation  semblable  à celle  de  l’hyperbole  entre  ses  asymp- 
totes. De  p = ^ il  résulte  que 

• . * . 0 =ZZ  1 77  — [\  77  = ; * . 

donne  des  valeurs  de  p de  plus  en  plus  petites  \ mais  p n’est 
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nul  que  pour  0 — 00  . Ainsi,  la  spirale  hyperbolique  fait 
une  infinité  dé  révolutions  autour  de  son  centre  sans  jamais 
. y arriver. 

En  posant  EM  = x,  on.  a 

• . , x 

x 0 sin  0 , d ou  a — — — , 

" r • sin  0 

et  l’équation 


'-S 


se  transforme  en 


p sin  0 


qui,  pour 
donne 


0 = o ou  p = co 


La  valeur  de  ce  symbole  se  détermine  en  faisant 
0 — o dans  x — p cos  0 , 


et  l’on  trouve 


x = p-. 


d’où  l’on  voit  que  la  droite  BD,  parallèle  à l'axe  PA,  et 
distante  de  cet  axe  d’une  quantité 

PB  = p , 

est  l’asymptote  de  la  courbe,  puisqu’elle  ne  peut  l’atteindre 
cjue  dans  le  cas  où  p est  infini. 

1S2.  La  spirale  logarithmique.  — U11  appelle  ainsi  le 
lieu  géométrique  de  l’équation 

* * * ' 

0 = Lp  ou  (j  ~ a°, 

supposant  que  a est  1 , et  désigne  la  base  du  système  de 
logarithmes. 
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Lorsque  0 = o , on  a ’ • 

p = PA  = i; 

ensuite,  d croissant  positivement,  p croit  aussi.  Donc  la 
longueur  du  rayon  vecteur  est  égale  à l’unité  à l’instant  de 
son  départ  de  la  position  initiale  PA,  et  ce  meme  rayon 
augmente  de  plus  en  plus,  à mesure  qu’il  s’élève  au-dessus 
de  la  droite  PX.  ou  qu'il  se  meut  de  droite  à gauche.  Ainsi 
la  courbe , à partir  du  point  A , fait  une  infinité  de  tours  en 
s’éloignant  sans  cesse  du  pèle.  Mais  quand  0 devient  négatif 
et  croit  négativement  à partir  de  zéro,  p diminue  de  plus 
en  plus,  sans  pourtant  devenir  tout  à fait  nul;  par  consé- 
quent, la  courbe  forme  encore , à partir  du  point  A,  une 
infinité  de  révolutions  en  s’approchant  toujours  du  pôle, 
sans  jamais  l’atteindre. 

On  a vu  que  si  dans  la  logarithmique  les  abscisses  sont  en 
progression  par  différence,  les  ordonnées  correspondantes 
sont  en  progression  par  quotient.  11  se  présente  quelque 
chose  d’analogue  dans  la  spirale  logarithmique.  Si , en  effet , 
on  prend,  tour  à tour, 

fl  = o = 9=  20  = 30,..., 
l’équation  p = a0  donnera 

P = » = P = P*  = P* 

Donc  à des  valeurs  de  0 en  progression  par  différence  cor- 
respondent des  rayons  vecteurs  en  progression  par  quotient. 
De  là  on  déduit  un  procédé  pour  décrire  la  spirale  loga- 
rithmique par  points. 

Soit  une  circonférence  AeK.  ayant  pour  rayon  PA  égal 
à l’unité.  Soit  divisée  cette  circonférence  en  arcs  égaux  Ai, 
l>c,  etc.,  et  tirées  par  les  points  de  divisions  les  droites  P g, 
P PA,  PF,  PG,  etc.,  en  progression  par  quotient.  La 
courbe  qui  joindra  les  points  g , /,  A,  F,  G,  etc.,  ainsi  dé- 
terminés, sera  une  spirale  logarithmique.  Car  on  a,  par 
construction , 

PA  = i et  H PA  : PF  : PG  : 

18 
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Ainsi , en  posant  Ab  —0  et  PF  = p,  il  vient 

- ■ 

PF  p PG 

PA  ~ 7~p’  pF-p””’ 

d’où 

PG  = p . PF  = p’, . . . , 

et  à ces  valeurs  en  progression  par  quotient  correspondent 

les  angles 

FPA  = 0,  GPA  = 2 0, . . . , 

cn  progression  par  différence. 


La  spirale  logarithmique  a plusieurs  belles  propriétés 
qu’on  expliquera  plus  tard. 

Différentielle  <le  l’arc  d'une  courbe  plane. 

153.  Soit y=f(x)  l’équation  d’une  courbe  rapportée 
à des  axes  rectangulaires.  Désignons  par  s la  longueur  d’un 
arc  de  cette  courbe  compté  à partir  d’un  point  fixe  A 
jusqu'au  point  M,  dont  l’abscisse  OP  = x varie  avec  ce 
point.  Il  est  clair  que  s est  une  fonction  de  .r,  s = F (x). 
Il  s’agit  de  trouver  la  différentielle  de  cette  fonction. 

Soient  d.r  l’accroissement  PP'dcl’abscisseOP=  x.  etM'le 
poin  t de  la  courbe  correspondante  à l’absci  sse  OP'  = x -+-  âx  ; 
l’arc  MKM'  sera  l’accroissement  à s de  l’arc  AM  = î. 

Supposons,  du  reste,  que  âx  soit  assez  petit  pour  que 
l’arc  correspondant  MKM'  tourne  sa  convexité  du  même 
côté. 
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Menons  la  parallèle  MI  à j’axe  OX  ; le  triangle  MIM' 
donne 

MM'  — v'MI1  + IM"  ; 


MI  = PP'  = Sx,  IM'  = M' P'  — MP 

= /(  * + 8x)  — y = y'  Sx  y " ~ . . . . ' 


Posons 


r"  — + ...  =Q^x>, 


IM'  = y'  Sx  + QSx'  = (y'  + QSx)'$x, 
cl,  ensuite, 

corde  MM'  = \JSjc1  -f  (/'-+-  QSxySx'1  — Sx  -(- ( j ' + Q^^yi . 

Donc,  puisque  l’arc  MKM'  est  plus  grand  que  sa  corde,  ou 
a , en  premier  lieu, 

Ss^>Sx  y/ 1 [y1  -f-  Qô.r)’. 

Soit  ML  la  tangente  terminée  à l’ordonnée  M'P',  prolongée 
s’il  est  nécessaire;  on  trouve 


LI  = MI  tang  LMI  = ^'5x, 

ML  = vMP  + Ll1  = y/( îx’  + y't.  Sx 1 = Sx  y/l  -+-  y'1, 
M'L  = M'I  — LI  = Q Sx’. 


Yl 


Or  l’arc  MKM'  est  plus  petit  que  la  ligne  brisée  ML  -+-  LM'; 
donc,  en  second  lieu, 

Ss  < Sx  -t-jr'’  •+■  QSx’. 

• 18. 
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On  conclura  de  ce  qui  précède  que 


3 s 


3 s 


^>v/| + (r'  + Q^)%  ^<v',-Kr,,  + Q<î-*- 

A la  limite, les  seconds  membresdeces inégalités  deviennent 
^gaux  à ^i-hy1*.  On  aura  donc  aussi 

3s 


lim 


dx 


ds 

dx 


=\M£)=< 


'+y'\ 


ds  — dx  f i -h y*  = \jdx*  dy7. 


ds 


154.  D’après  ce  qu’on  a vu  (65),  la  dérivée  — de  la  fonc- 
tion s = F (x)  doit  être  positive  ou  négative,  selon  que 
l’arc  s varje  dans  le  sens  de  l’abscisse  x,  ou  dans  le  sens 
contraire.  Or  cela  ne  peut  avoir  lieu  à moins  que  ds  et  d.r 
ne  soient  de  même  signe  dans  le  premier  cas,  ou  de  signes 
opposés  dans  le  second  cas.  Ainsi,  regardant^  i+j^comme 
. une  quantité  essentiellement  positive,  on  doit  écrire 

ds  = -+-  dx  \j  i ■+■  f~‘  — -+•  \f dx 7 -+-  dy7 


, ds  — — dx  f l -+-y'!  = — fdx‘  -f-  dy7, 

suivant  que  le  point  fixe,  à partir  duquel  on  compte  l’arc, 
sera  placé  de  manière  que  l’abscisse  croit  ou  diminue  à 
mesure  que  l'arc  augmente:  c’est-à-dire  suivant  que  les  arcs 
sont  comptés  dai\s  le  sens  des  x positifs,  ou  dans  le  sens 
des  x négatifs. 

Différentielle  de  l'arc  de  cercle.  — L’équation  de  cette 
courbe , x'-yy*  — /•’,  donne 


xdx  + ydy  = < 
et  la  formule  ds  = fdx*-h  dy  ’ devient 


, xdx 

dy  = , 

y 


d*  = \j' 


x 7dx7  dx  i rdx 

dx * H — - = — vx’  -f-  y7  ~ : 

y'  y y 


rdx 

7 “ 
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c’est  la  difiërentielle  de  l’arc  de  cercle  en  fonction  du  co- 
sinus de  l’arc,  puisque  x = cos  S.  La  différentielle  eu  fonc- 
tion du  sinus  y du  môme  arc  sera 

fr'  — y' 

Différentielle  de,  l’arc  d’ellipse.  — On  a 


a- y'1  - 


: a-  b1, 


d’où 

puis 

ds  z=  dx  y i -t - y' ‘ • 
Mais 

donc  • ’ 


bfx 

n'y 


I j b' x'  dx  j a*  y ' -H  b'  x1 

y 1 a>y i a y n‘y  ‘ 

d'y'—  b' [a' — x ’); 


dx  fa' b' [a' — X*)  -+-  b'x' dx  fa 1 — (a’ — b')x‘ 

< S a y b' [a'  — x')  a y a ' — x‘ 

loS.  On  peut  déduire  aisément  de  ce  qui  précède  la 
limite  du  rapport  entre  un  arc  de  courbe  et  sa  corde;  car 
on  a 


MM'  • Sx  y/ 1 -+-  [y'  -+  QSx)'  y^  î -+-  [y'  -+-  QJa:)1 

ML -t- ML'  y/ , QS x'  ■+■  y'7 -y  QSx 

A la  limite,  c’est-à-dire  quand  dx  — o,  on  a 

MM'  y/i-t-y" 

fini  = — - = i . 

ML  -t-  LM  ^ i 

Or  l’arc  MKM'  est  compris  entre  la  corde  MM'  et  la  ligne 

enveloppante  ML  -+-  LM';  donc , à fortiori , lim  = t • 

Ainsi , lorsqu’un  arc  de  courbe  devient  infiniment  petit,  le 
rapport  de  cet  arc  à sa  corde  devient  égal  à l’unité. 
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Différentielle  de- l’aire  dune  courbe. 

156.  L’aire  t d’une  courbe  j=  f[x)  cst  1 espace  com- 
pris entre  l’axe  des  x , la  courbe  et  deux  ordonnées  quel- 
conques AB,  PM  dont  la  position  est  déterminée. 


grandeur  de  l’aire  BAMP  dépendra  de  l’abscisse  variable 
OP  = X ; ainsi  . , 


et  il  faut  trouver  la  différentielle  de  cette  équation.  L’ab- 
scisse OP  croissant  de  la  valeur  finie  PP'=dx,  l’aire 
BAMP  = t croîtra  de  l’espace  PMM'P',  et  deviendra 


BAM'  P'  z=  t + 1' Sx 


On  aura  donc 


aire  mixtiligne  PMM'  P'  = t ' Sx  -t- 1" 


Mais  cette  aire  est  comprise  entre  les  deux  rectangles  PI , 
PM',  dont  le  rapport  est 


PI 

PM' 


MP 


.7 


M'P'  „3x> 

jr-hy'Sx  -t -y' h. . . 

2 


A la  limite,  dx=  o,  elle  rapport  précédent  devient  l’u- 
nité. Donc,  à plus  forte  raison,  l’unité  est  la  limite  du 
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rapport 


PMM'P' 
PiUl  P; 


f)  X1 

t'Sx  + t"  — + ... 
2 

y. Sx 


t" 


Sx 


y 
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Faisant  dx  = o,  on  aura 


ainsi  t'  —y , ou  — —y,  et  dt=ydx  est  la  différentielle 
cherchée. 

Si  les  axes  des  coordonnées  faisaient  l’angle  a,  on  trou- 
verait 

dt  z=y  sin  arfx. 

Quand  l'ordonnée  à partir  de  laquelle  on  compte  l’aire 
de  la  courbe  est  placée  de  manière  que  t augmente  à me- 
sure que  x diminue,  il  faut  prendre  dt  et  dx  avec  des  signes 
contraires,  et  écrire 

dt  — — ydx,  ou  y — — y siri  a dx, 

selon  que  le  système  d’axes  sera  rectangulaire  ou  quel- 
conque. 

Le  cercle  dont  l’équation  est  x*  -hy*  — / ’ donne 


dt  — dx  y r1  — x ’. 


Ainsi,  quoiqu’on  ne  puisse  que  dans  des  cas  très-rares 
exprimer  un  arc  ou  un  segment  de  courbe  en  fonctions  de 
l’abscisse,  nous  sommes  parvenu  aisément,  par  la  consi- 
dération des  limites,  aux  différentiel  les  de  ces  fonctions. 


Différentielle  du  secteur  curviligne. 

157.  Soit  le  secteur  curviligne  MOM'  = r compris  entre 
la  courbe  MM'  et  les  deux  rayons  vecteurs  OM',  OM,  me- 
nés à l’origine  et  dont  le  premier  est  fixe,  l’autre  variant 
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avec  le  point  M (x,  y).  On  a 

OMM'  = OCM'  — OCM. 

JVIais  OCM'  est  une  constante  c,  puisque  le  rayon  OM'  est 
supposé  fixe  ; de  plus, 

OCM  = OCMP  — OMP  = t — { xy. 

Donc 

t = c — t + {xy. 

En  difierentiant  cette  équation  et  observant  que  dt  —yclx, 
il  vient 

dr  = — ydx  -f-  { xdy  -f-  {ydx  — [xdy  — ydx). 

On  remarquera  que  Faire  T augmente  à l’inverse  de  l’ab- 
scisse x du  point  mobile  M. 


De  l’équation  x*-+-yt  = r 5 on  tire 
d’où 


, xdx 

dy  = - — 


dz=z-{J^-^-dx—  — {-dx  = - 


Or 

donc 


JT 


y 


rdx 

y 


ds  — 


rdx 


dr  — — ÿ rds , ou  t = — } rs  ; 


c’est-à-dire,  abstraction  faite  du  signe,  que  Faire  du  sec- 
teur de  cercle  est  égale  à la  moitié  du  rayon  multipliée  par 
Farc  qui  lui  sert  de  base. 
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Tangentes  et  normales  aux  courbes  planes. 


158.  Conformément  à ce  qu’on  a vu  (21) , une  tangente 
en  un  point  d'une  courbe  n’est  autre  chose  que  la  limite 
vers  laquelle  tend  la  direction  d’une  sécante  qu’on  suppose 
tourner  autour  de  ce  point,  jusqu’à  ce  qu’un  second-point 
d’intersection  vienne  coïncider  avec  le  premier.  Celui-ci  se 
nomme  le  point  de  contact. 

. Il  est  facile,  d’après  cette  définition,  d’obtenir  l’équa- 
tion de  la  tangente  menée  au  point  (£,  rj)  d’une  courbe 
représentée  par  l’équation 

r=/(x)- 


En  effet,  imaginons  une  sécante  tirée  par  le  point  (£,  n) 
et  par  un  autre  point  quelconque  (£  ri  -+-  dv)  de  la 

courbe.  Elle  aura  pour  équation,  dans  un  système  quel- 
conque d’axes, 


ou 


Supposons  maintenant  que  le  second  point  d’intersection  se 
rapproche  de  plus  en  plus  du  premier  jusqu’à  se  confondre  . 


Sn 


enfin  avec  celui-ci:  en  ce  moment,  y--  arrive  à sa  limite 
7 oH  • 


dx 

AI 


i et  la  sécante  devient  la  tangente  cherchée.  On  aura 


donc  pour  l’équation  de  cette  tangente,  quelque  soit  l’angle 
des  axes , 


(A)  y — — l), 

c/yj  • 

— étant  la  dérivée  de  la  fonction  m — /(£)  qui  a lieu  au 
point  de  contact. 

159.  On  appelle  normale,  la  perpendiculaire  à la  tan- 
gente menée  par  le  point  de  contact. 

Cette  droite  faisant  avec  l’axe  des  x un  angle  dont  la 
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tangente  trigonométrique  est 
_ 

tin  • tin * 

•Il 

aura  pour  équation , dans  un  système  d'axes  rectangulaires, 


(B) 


À l , 6 , 


Si  les  axes  des  coordonnées  forment  entre  eux  un  angle 
quelconque  0,  l’équation  de  la  normale  deviendra 

tl  n 


14-  — cos  0 
d\ 


dn 

dî' 


(*-«• 


cos  0 


Nous  supposerons  désormais  les  axes  des  coordonnées  rec- 
tangulaires, à moins  que  nous  n’avertissions  du  contraire. 

100.  On  exprime  la  direction  d’une  ligne  droite  en  éva- 
luant les  angles  qu’une  parallèle  à cette  ligne,  menée  par 
l’origine,  forme  avec  les  demi -axes  des  coordonnées  posi- 
tives. Désignons  par  oc  l’angle  que  fait  la  tangente  au  point 
( £ , ri)  avec  la  parallèle  au  demi-axe  des  abscisses  positives  , 
et  par  S l'angle  .formé  par  la  même  tangente  avec  la  paral- 
lèle au  demi-axe  des  ordonnées  positives.  La  tangente  tri- 

gonométrique  de  l’angle  a étant  ^ > 011  aura 


(C) 


(D) 


cos  a = 


vMs: 


sin  a.  — cos  <2 


dn 

d% 


/ /'‘«Y 

v,  + U) 


cos  a = 


idv+tw 


cos  6 ~ 


\)dV  4-  dn* 


Digitized  by  Google 


applications  géométriques  du  calcul  différentiel.  a83 
Si  ; représente  l’arc  relatif  au  point  de  contact  (£ , rj) , 
di  sera  1 élément  yc/|!  + dd*  de  la  courbe  correspondant 
à ce  point,  et  il  viendra 

(E)  . 


rfS 

COS  1—-—1 
«î 


(E) 


COS  6 : 


(in 

dç 


Il  faudra  prendre  l’expression  ^ avec  le  signe  qui  lui  est 

propre  ou  avec  un  signe  contraire,  suivant  que  la  tangente 
sera  prolongée  dans  le  même  sens  que  l’arc , ou  en  sens 
opposé.  En  effet,  si  la  tangente  est  prolongée  dans  le  même 
sens  que  l’arc  ? , cos  a.  sera  positif  ou  négatif,  selon  que 
l’arc  s’étendra  du  côté  des  abscisses  positives  ou  du  côté  des 
abscisses  négatives. 

d H 

Or  (151)  —j—  est  positif  dans  le  premier  cas,  négatif 
dans  le  second.  Donc  ou  a,  dans  l’hypothèse  actuelle, 

d\ 

cos  a = — , 
rtî 


et,  par  suite, 


dn 

cos  6 = — ~ 
di 


Si  la  tangente  est  prolongée  en  sens  contraire  de  l’arc, 
cos  « sera  négatif  ou  positif,  suivant  que  l’arc  croîtra  dans 
le  sens  des  abscisses  positives  ou  dans  le  sens  des  abscisses 
d S 

négatives.  Mais  sera  positif  dans  la  première  circon- 
stance, négatif  dans  la  seconde.  Partant,  on  doit  écrire 

di 

cos  a = — i 

dt 


d r, 


et,  par  suite, 


a84  CHAPITRE  QUATRIÈME. 

161.  L'équation  d’une  .courbe  peut  être  donnée  sous  la 
forme  implicite 

(1)  « = F(x,  y)  = o.0 

Au  point  (£,  rj)  on  a l’équation  de  condition 

(2)  u ~ F ( Ç , jî ) = o, 
dont  la  différentielle  est 


du  du 

— dÇ  -h  — dr,  = o; 
d\  dn 


d’où  l’on  déduit 


(Ir, 

(Il 


du  du 

dl  ’ Tr’ 

d m 


Mettant  cette  expression  de  — dans  l’équation  (A),  ou 

trouve,  pour  l’équation  de  la  tangente  au  point  (ç  , «)  de  la 
courbe , 


(3) 


/ , du  du 


Ainsi,  pour  obtenir  l’équation  de  la  tangente  en  un  point 
(£ , k.)  d’une  courbe  représentée  par  l’équation  (1),  on  cal- 
culera la  différentielle  de  l’équation  de  condition  (2),  puis 
on  changera  d £ , dr,  respectivement  en  x — - £ , y — r,. 

La  même  équation  ( 2 ) donne 

d - du  du 

dr,  dri  ‘ d\  ’ 

portant  cette  valeur  dans  l’équation  (B),  il  viendra,  pour 
l’équation  de  la  normale  au  point  ( £ , rj) , 


(4) 


, , du  du 

{y-.r,) = o. 


Celte  équation  peut  se  déduire  de  la  différentielle 

du  du 

-dS4--rf„  = °, 

en  y remplaçant  par  y — » et  dr,  par  — (x- 


«)• 


Digitized  by  Google 


APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  OC  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  285 

Enfin  les  valeurs  (C)  et  (D)  deviendront 


cos  a = 


Il  est  visible  que  ces  deux  formules,  ainsi  que  les  équa- 
tions (3)  et  (4)  delà  tangente  et  dé  la  normale,  ne  change- 
raient pas  si  l’équation  de  la  courbe  se  présentait  sorts  la 
forme  u — F (x , y)  = c. 

162.  Applications.  — L’équation  générale  des  courbes 
du  second  ordre  est 


(«).  « = A/!  +•  + Cx’  + D j + Ex  + F = o, 

laquelle  donne,  au  point  de  contact,  la  condition 

(b)  Aij’  4- BS»)  4-  CÇ2 -H  Dr  -4-  EÇ  H—  F = o ; 

d’où 

du  ^ _ du 

— = Bri  -+-  2C|  -+-  E,  — = 2À»  -f-  BE-f-  D. 

«Ç  ••  di j 

; * 

Ainsi  , d’après  l’équation  (3),  ou  la  méthode  indiquée  pour 
obtenir  celte  équation  , On  trouvera 


(2  A » -KB  E +.  D)  (j  — „) -4- (Br,  + a C?  + E)  (.r  — Ç)  = o . 

Cette  équation  se  simplifie  en  lui  ajoutant  le  double  de  l'é- 
quation ( b ) , ce  qui  donne 

(2  A»  4-  BE-|-D)j'-f-(B/)-f-2CE-i-E)a:-t-Di)-4-EE-4-2F=o 

pour  l’équation  générale  de  la  tangente  au  point  ($,  »)  des 
courbes  du  second  degré. 

Si  l'équation  proposée  est  celle  des  seules  courbes  à 
centre,  c’est-cà-dire  de  l’ellipse  et  de  l’hyperbole,  repré- 
sentées par 

A.r’  -f-  ilij)-  = K , 


28O  CHAPITRE  QUATRIÈME. 

l’équation  de  condition  sera 

A E2  -4-  2 B E>j  -4-  C«*  = K ; 

d’où 

(AE  + B»)  (*  — E)  4-  (C*  4-  „)  = o 

et 

( A?  4-  B»j  ) [y  — «)  — (Cn  4-  BE)  (x  — Ç)=o, 

pour  les  équations  de  la  tangente  et  de  la  normale  au  point 
(£,  »)  de  la  courbe. 

On  peut  simplifier  la  première  en  l’écrivant  sous  la  forme 

(AE4-B>i).r-t-(C»  4-B|)/  = AE54-2BE>}4-  C»% 

puis,  éliminant  le  second  membre  au  moyen  de  l’équation 
de  condition  , ce  qui  donnera 

(A|4-Bn)x4-(BÇ4-  C/j)  y — K. 


103.  Problème  I.  — Par  un  point  quelconque  d’une 
courbe , mener  une  tangente  à cette  courbe. 

Soient  «==  F (x,  y)  = o l’équation  delà  courbe,  et  (£ , »j) 
les  coordonnées  du  point  de  contact.  La  tangente  menée  par 
ce  point  aura  pour  équation 


du  ,, 

X ■ 

dV 


du  , , 

T*  = °- 


Si  l’on  y fait  y = o,  la  valeur  de  x qui  en  résulte  sera  celle 
de  l’abscisse  du  point  où  la  tangente  doit  couper  l’axe  des  x., 
La  droite  qui  joindra  ce  point  au  point  de  contact  sera  donc 
la  tangente  demandée. 

104.  Problème.II.  — Mener  une  tangente  à une  courbe 
par  un  point  donné  sur  le  jilan  de  cette  courbe. 

Représentons  par  (a,  S)  les  coordonnés  du  point  donné, 
et  soient  toujours  désignées  par  u=  F (x,jr)  — o et  (£,  r,) 
l’équation  de  la  courbe  et  le  point  de  contact.  L’équation 
de  la  tangente  en  ce  dernier  point  .sera 


du 


5) 


du 

Th 


(y  -—■■>])  = o. 
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Comme  cette  tangente  doit  passer  par  le  point  donné,  les 
coordonnées  a,  S doivent  vérifier  l'équation  précédente; 
donc  . 


= 

De  plus , on  a 

(2)  F(?,»)=o. 

Les  valeurs  de  £ et  >5,  déduites  des  équations  (5)  et  (2), 
peuvent  servir  à déterminer  le  point  de  contact  cherché. 
Mais,  sans  construire  ces  valeurs,  il  sera  plus  simple  et 
plus  élégant  de  chercher  le  lieu  géométrique  de  l'équa- 
tion (5),  en  y regardant  £ et  r,  comme  des  coordonnées 
courantes  , et  de  joindre  les  points  où  il  coupera  la  courbe 
proposée  au  point  (a,  €).  ' 

165.  Problème  III.  — Étant  données  une  courbe' et 
une  droite  de  position , mener  à la  courbe  une  tangente 
parallèle  à la  droite. 

Soient 


« = F (x,  y)  = o et  y = nx  -+-  b 

les  équations  de  la  courbe  et  de  la  droite  données;  (£,  r,) 
désignant  toujours  les  coordonnées  du  point  de  contact  qui 
sont  ici  inconnues.  Pour  exprimer  la  condition  que  la  tan- 
gente à la  courbe  est  parallèle  à la  droite  donnée  de  posi- 
tion, il  suffira  d’égaler  entre  elles  les  tangentes  trigono- 
métriques  des  angles  que  forment  ces  deux  droites  avec 
Taxe  des  .r;  ainsi  l’on  a . / 


(6) 


du 

de 

du 

du 

— : — fl  , OU 

~~  dï 

— fl  ■ 

du  ’ 

dr 1 

Jn 

Et  comme  les  coordonnées  (£ , «)  doivent  vérifier  l’équation 
de  la  courbe”,  on  a encore  • • 
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Au  moyen  (les  équations  (6)  et  (a),  on  pourra  déterminer 
les  valeurs  de  £ et  de  n.  Mais  il  sera  préférable  de  construire 
le  lieu  de  l’équation  (6) , et  de  mener  par  le  point  où  il  coupe 
la  courbe  proposée,  une  tangente  à cette  courbe.  • 

Il  est  à propos  de  développer  les  principes  qui  précèdent 
par  différentes  applications. 

Tangentes-  et  normales  à la  circonférence . 

166.  L’équation  du  cercle 

(a)  x2  4-  y2  = r2 

devient,  au  point  (£,  «), 

(i)  . V + »1  — r’, 

dont  la  différentielle  est 

(c)  Srf?  4-  »(/»  = o. 

Substituant,  à la  place  de  d\  et  /7rj,  les  quantités  x — £ 
et  y — r, , on  trouve , pour  l’équation  de  la  tangente , 

5(x — 5)  4- « {/  — «)  = o,  x?  4-  yn  = \2  4-ïi5, 

[d)  xf  4-  yr,  = r2. 

L’équation  plus  générale 

(x  — fl)’  4-  ( y — b)2  sss  r2 

donnera 

(4  — fl)  (x  — a)4-(jî  — b)  [y  — b)  = r2 

pour  l’équation  de  la  tangente  au  point  (£,  «)  de  la  circon- 
férence. 

En  supposant  b = o , on  verra  que 

(Ç  — a)  (x  — a)  -h  ri?  — r2 

est  l’équation  de  la  tangente  au  cercle  (x  — «)s  4-y!  = /•*. 

167.  Si  dans  l’équation  (c)  on  change  tl£  en  y — r,  et  dr, 
en  — ( x — il  viendra  , pour  l'équation  de  la  normale  , 

s.(r  — «)  — ” (x  — S ) *=  ° » 
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Cette  dernière  indique,  par  sa  forme,  une  droite  qui  passe 
par  l’origine  ou  le  centre  du  cercle  proposé.  D’où- résulte 
celte  propriété  connue,  que  la  tangente  au  cercle  est  per- 
pendiculaire à l’extrémité  du  rayon  mené  au  point  de  con- 
tact. On  conclut  de  là  un  moyen  facile  de  mener  une  tan- 
gente au  cercle  par  un  point  de  sa  circonférence,  et  l’on 
voit,  en  même  temps,  que  par  un  tel  point  on  ne  peut 
mener  qu’une  tangente. 

168.  S’il  s’agit  de  mener  la  tangente  par  un  point  (a , 6 ), 
non  situé  sur  la  circonférence,  les  coordonnées  a , ê devront 
vérifier  l’équation  (d)  , ce  qui  donnera 

(/)  ' !;*■+- »,  e = r’. 

On  aura,  de  plus , 

(b)  Ç’  + V = r’. 

Ces  deux  équations  conduisent  aux  valeurs  des  coordonnées 
du  point  de  contact,  savoir 

r>a±rg  J a*  -+-  g7—  r'  r'g  ± ra  sja}  -f-  6'  — ri 

H ~ » r,  rr  ; 

a2  -f-  ê1  a2  -+-  ê2  . 

Ces  quantités  sont  réelles  lorsque  le  point  (a,  6)  est 
extérieur  au  cercle,  car  alors  on  a,  évidemment, 

a1  4-  g3  > r1. 

Ainsi,  à cause  du  double  signe,  il  y a deux  points  de  tan- 
gence , et  l’on  peut  toujours  mener  par  un  point  extérieur  à 
un  cercle  deux  tangentes  à sa  circonférence.  Mais  si  le 
point  (a,  ê)  est  intérieur  au  cercle,  alors  a*  -f-  <C  r%  et 
les  valeurs  de  £ et  n étant  imaginaires,  il  s’ensuit  qu’on 
ne  peut  plus  mener  de  tangente. 

169.  Les  points  de  tangence  étant  inconnus,  on  peut 
regarder  £ et  n comme  des  coordonnées  courantes  , et  l’équa- 
tion (/),  que  vérifient  ces  points,  étant  mise  sous  la  forme 

(s)  «x  + e r = r\ 

>9 
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représentera  la  corde  de  contact.  Cette  dernière  équation  , 
ou  son  équivalente, 


montre  que  la  corde  de  contact  est  perpendiculaire  sur  la 

droite  y = - x qui  joint  le  centre  du  cercle  proposé  au 

point  extérieur  (a,  6).  On  voit,  de  plus,  que  la  corde  de 
contact  est  parallèle  à elle-même  pour  tous  les  cercles  con- 
centriques au  cercle  proposé. 

Pour  tracer  la  corde  des  contacts  représentée  par  l’équa- 
tion (g),  il  suffit  de  connaître  les  points  t cl  l'  où  cette 
droite  doit  couper  les  deux  axes  des  coordonnées.  Or,  si  l’on 
fait  alternativement  y = o,  .r=o,  dans  l'équation  (g) , 
on  trouvera 

r3  r‘ 

x = 0e  — — i y = 0/'  = — • 
a o 

Ces  expressions  montrent  qu  on  peut  déterminer  les  points 
t et  t'  par  des  troisièmes  proportionnels.  La  droite  MM' 
menée  ensuite  par  ces  deux  points  coupera  le  cercle  pro- 
posé MLM'  dans  les  deux  points  de  contact  [VI  et  M'.  Il 
n’y  aura  plus  qu’à  joindre  ces  deux  points  au  point  donné 
N («,  6)  par  les  droites  NM,  NM',  qui  seront  les  tangentes 
demandées. 

y] 


Cçtte  marche  serait  plus  simple  que  la  construction  géo- 
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métrique  des  valeurs  de  £ et  n trouvées  plus  haut.  Toute- 
fois on  a recours  à un  procédé  beaucoup  plus  élégant, 
fondé  sur  ce  principe , que  lorsqu’un  problème  conduit  à 
plusieurs  équations  entre  les  coordonnées  d’un  même  point , 
chacune  dê  ces 'équations , prise  isolément,  donne  un  lieu 
géométrique  sur  lequel  ce  point  se  trouve  placé.  D'où,  il 
suit  qu’en  construisant  ccs  divers  lieux  géométriques,  on  a 
autant  de  lignes,  droites  ou  courbes,  dont  les  intersections 
déterminent  les  points  qui  satisfont  tiu  problème.  Il  est 
reçu  aussi  qu’à  la  place  d’un  système  d’équations  ou  peut 
. substituer  d’autres  équations  qui  s’en  déduisent.  Tout  l’ar- 
tifice consiste  à choisir  des  combinaisons  propres  à donner 
les  lignes  les  plus  simples,  telles  que  la  droite  et  le  cercle. 

Dans  le  cas  actuel,  nous  combinerons  ensemble  les  équa- 
tions (rt)  et  (g)  par  voie  de  soustraction,  ce  qui  donnera 

x ’ — u -1-  y7  — %y  — o. 


Soit  ajouté  à chaque  membre  ~ , > il  vient 

Cette  équation  est  celle  d’un  cercle  ayant  pour  centre  le 

• /«  ê\  , /«*-)- 

point  I -■>  -J  et  pour  rayon  W — ^ 

Ainsi  on  joindra  l’origine  O au  point  donné  N (a,  6) 
par  une  droite  ON;  ensuite  du  point  I,  rftilieu  de  cette 
droite,  avec  le  rayon  10,  on  décrira  la  circonférence  re- 
présentée par  l’équation  précédente;  car,  en  abaissant  la 
perpendiculaire  IQ,  on  a 


iQ  = r °Q=r 


/a’-+-  V 

4 ' 


Les  points  M et  M',  où  cette  courbe  coupera  le  cercle  pro- 
posé, seront  donc  les  points  de  contact  cherchés.  Il  ne  reste 

<9- 
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plus  qu’à  les  joindre  chacun  au  point  N pour  avoir  les  deux 
tangentes. 

170.  Une  circonférence  de  rayon  connu  et  une  droite 
étant  données  de  position,  mener  an  cercle  une  tangente, 
parallèle  à la  droite. 

6oient 

,t*  + j’  = r',  y — ax  -+-  /> 

les  équations  de  la  circonférence  et  de  la  droite  proposées. 
Elles  donnent,  respectivement, 

itj ■ x dy  • • 

ttx  y dx 

pour  les  tangentes  trigonométriques  des  angles  que  forment 
avec  Taxe  des  x la  tangente  et  la  droite.  Puisque  ces  lignes 
doivent  être  parallèles,  on  a 

. x ,,  , i • 

— a ; trou  y ~ x.  ' 

y n 

Cette  équation  est  celle  d’une  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  sur  la  droite  donnée.  Le  point  où  cette  perpendicu- 
laire coupera  la  circonférence  . sera  donc  le  point  de  con- 
tact cherché,  et  la  perpendiculaire  menée  sur  le  rayon  qui 
aboutit  à ce  point  sera  la  tangente  demandée. 

171.  Comme  l’expression  O t = — est  indépendante  de  6 , 

il  s’ensuit  qu’elle  sera  la  même  pSur  tout  point  situé  sur  la 
perpendiculaire  élevée  au  point  de  l’axe  des  x,  dont  l’ab- 
scisse est  a.  Donc,  si  de  chaque  point  d’une  droite  donnée 
on  mène  deux  tangentes  à un  cercle , toutes  les  cordes 
qui  joignent  les  points  de  contact  des  tangentes  partant 
du  même  point,  se  rencontrent  en  un  point  commun, 
lequel  se  trouve  sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre 
sur  la  droite  donnée. 

Réciproquement , si  par  un  point  quelconque  pris  <!anst 
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/ intérieur  d’un  cercle,  on  tire  différentes  cordes,  et  (lue 
par  les  extrémités  de  chacune  de  ces  cordes  on  mène 
deux  tangentes,  le  lieu  des  points  d' intersection  de.  ces 
tangentes-,  ainsi  prises  deux  à deux,  sera  une  droite. 

172.  Mener  une  tangente  commune  à deux  cercles 
donnés. — Soient  O et  O'  les  centres  de  ces  deux  cercles 
ayant  r et  r’  pour  ray  bus , et  la  droite  MJNT  pour  tangente 
commune.  Supposons  que  l’origine  dés  coordonnées  soit 
placée  au  centre  O du  cercle  dont  r est  le  rayon , et  que 
l’axe  des  x passe  par  le  centre, O'  du  second  cercle;  eiifîn 
désignons  par  d et  m les  distances  00',  OT,  et  par  a la 
tangente  trigôno’mélrique  de  l’angle  MTO.  On  aura  évi- 
demment 


OM  r 

MT~v/;^r 


O'N 
: NT  1 


d’où 


<J{m  — <t)‘  — r’1 


, r1  (m  — d)'  = r'7ni\ 


et  enfin  . 

•(*) 


m‘  — r3  (m  — r/)1  — r 

r(m  — d)  — rt  r ' m , 

dr 


m - 


“ Celte  double  Valeur  montre  qu’il  existe  deux  points  dillé- 
rents  par  lesquels  011  peut  mener  une  tangente  commune  à 
deux  cercles.' 

La  première  de  ces  valeurs  — sçra  positive  et  plus 


grande  que  d si  r est  plus  grand  que  elle  sera  négative 
si  /‘est  plus  petit  que  /•'. 

Ainsi , des  deux  tangentes  possibles , l’une  ne  rencontrera 
la  droite  qui  joint  les  centres  que  sur  son  prolongement 
et  dans  le  sens  du  plus  petit  cercle,  de  manière  à toucher 
les  deux  circonférences  du  même  côté. 

La  seconde  valeur  ■ , sci  a toujours  positive  et  moindre 
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que  d ; c’est-à-dire  qne  la  seconde  tangente  devra  couper 
l’axe  des  x entre  les  deux  centres,  de  manière  à toucher 
les  deux  cercles  l’un  au-dessus  et  l’autre  au-dessous  de  1 axe 
des  x.  Cette  tangente  ne  sera  possible  qu’autant  que  les 
deux' cercles  seront  extérieurs  l’un  à l’autre  et  ne  sc  touche- 
ront pas  , ce  qui  exige  que  d soit  plus  grand  que  r -4-  r',  d où 


Ainsi  in  doit  tomber  entre  r et  d. 


Pour  construire  les  deux  valeurs  de  »«,  il  suffira  de 
mener  un  rayon  AO  et  un  diamètre  A' A"  parallèles  entre 
eux,  puis  de  faire  passer  deux  sécantes  AA',  AA";  elles 
couperont  l’axe  des  x en  deux  points  T et  T dont  les  ab- 
scisses seront 


OT'  = 


dr 

r+  r' 


En  effet,  si  l’on  tire  les  droites  O' B,  O' B'  parallèles  à ces 
deux  sécantes,  ori  aura  les  proportions 

ob  : oa  ::  oo':  ot,  ob' : oa  : : oo' : or , 

qui  donnent  pour  OT"  et  OT'  les  quantités  précédentes.  11 
ne  reste  plus  qu’à  mener  par  les  points  T et  T'  une  tan- 
gente à l’un  des  cercles;  elle  ira  toucher  l’autre  cercle. 
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En  substituant  — -,  au  lieu  de  m dans  l’équation 

r—r>  M. 


il  vient 

(0 


\Jd7—(rzç.r'y 


D’où  l’on  voit  que  le  problème  admet  quatre  solutions, 
parce  que,  en  elfet,  par  chacun  des  points  T,  T',  on  peut 
mener  deux  tangentes  communes  aux  deux  cercles  pro- 
posés. 

Cône  tangent  à deux  sphères. 

173.  Soient  deux  demi-cercles  ayant  r,  r'  pour  rayons, 
et  leurs  centres.,  le  premier  à l’origine  des  coordonnées, 
le  second  sur  l’axe  des  x.  Supposons  qu’ils  fassent  une  ré- 
volution entière  autour  de  l’axe  des  x,  ainsi  que  la  tangente 
TM  commune  à ces  deux  demi-cercles.  Ils  engendreront 
deux  sphères, 

■v'  + y+z7  — r\  (x  — </)’-+-  y7  + z7  = /•'% 

et  la  tangente  décrira  un  cône  tangent  à ces  deux  sphères. 

dus  obtiendrons  aisén\cnt  l’équation  de  ce  cône  en  fonc- 
tion des  rayons  r,  r',  en  le  considérant  lui-même  comme 
une  surface  de  révolution  produite  par  la  rotation  du 
triangle  MPI’  tournant  autour  de  l’axe  OT.  Soient  dési- 
gnées par  £ , r,  les  coordonnées  du  point'de  contact  M.  Ima- 
ginons la  perpendiculaire  OZ*  menée  par  le  point  O au 
plan  de  la  ligure,  qui  est  celui  des  xy>  et  prenons  cette 
perpendiculaire  pour  l’axe  des  z , les  droites  OX  , OY  con- 
tinuant d’être  l’axe  des  x et  l’axe  des  y.  Les  équations  de 
la  directrice,  ou  du  cercle  ayant  pour  rayon  PM  = r, , se- 
ront • • 

et  *=§; 

celles  de  la  génératrice  TM  qui  doit  glisser  sur  celte  cir- 
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conférence  seront 

y = a [x  — m)  et  z = o. 

.On  exprimera  que  ces  deux  lignes  se  coupent  en  élimi-  < 
nant  x,  y et  z entre  les  quatre  équations  précédentes,  ce 
qui  donne  l’équation  de  condition 

. ,»=«*(!  — m)\ 

Remplaçant  ici  r,*  par  y*-)-  z*  et  £ par  J", .il  viendra 
+ = — m)1 

pour  l’équation  du  cône  tangent.  Il  ne  reste  plus  qu’à  sub- 
stituer à la  place  de  m et  ex  leurs  expressions  (h)  et  (t)  ; on 
arrive  à la  formule  ‘ • - . 

( y7  + z')[d,~  (rrpr')5]  — [x(rip  r'J  — rfr]*  = o. 

Prise  avec  le  signe  supérieur,  cette  équation  appartient 
" au  cône  circonscrit  aux  deux  sphères , et  dont  le  sommet 
est  sur  le  prolongement  de  la  droite  qui  joint  les  centres; 
mais  prise  avec  le  signe  inférieur,  elle  appartient  au  cône 
circonscrit  dont  le  sommet  est  entre  les  deux  sphères. 

Si  l’une  des  sphères  est  un  corps  opaque  et  l’autre  un 
corps  lumineux  éclairant  le  premier,  l’ombre  pure  que 
projette  celui-ci  sera  déterminée  par  le  premier  cône,  et 
la  partie  de  la  pénombre  le  sera  par  le  second  cône.  Ces 
considérations  s’appliquent  à la  théorie  des  éclipses. 

Tangentes  et  normales  à l’ellipse. 

174.  Eu  désignant  par  2 a et  2 b les  axes  principaux  de 
l’ellipse,  son  équation  est 

(i)  a7  y7^\-  b7x7  — rt3h7, 

d’où  l’équation  différentielle 

a7 y dy  -4-  b7  x ilx  = o , 
qui,  au  point  (£ , y;)  de  contact,  devient 
it'-rt/lY)  + ='0 
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Changeant  ici  £ en  x — £ , et  r,  en  y — >7 , on  trouve 


avr,  (y  — >])-(-  b'1  Ç ( -r  — ç)  = o,  a}  y y,  -+-  b'  x \ = b'  • 

et  enfin 

(/)  n'yr  -f-  6’xÇ  = a’6’, 


poiir  l’équation  de  la  tangente  au  point  (£,  r()  de  l’ellipse. 

Afin  d’avoir  l’équation  de  la  normale,  il  suffit  de  chan- 
ger,» dans  la  diflérentielle  a*ridri  l>*  £d£  = o , d£  en 
y — r,  et  dr,  en  — (x  — £ ) j et 


ou 


h’i  (y  — w)  — «'ni*  — 5)  = °, 


fl’m  — b'  %y  = (a1 — 


sera  l’équation  de  la  normale  au  point  (£ , r?)  de  la  courbe. 


Mener  une  tangente  à l'ellipse  par  un  point  donné. 

17o.  i°.  La  tangente  doit  passer  par  un  point  pris  sur 
la  courbe.  — Ce  point  devenant  alors  le  point  de  contact 
dont  nous  avons  désigné  les  coordonnées  par  (£,n),  l’é- 
quation de  la  tangente  qui  doit  y passer  sera 


a’yn  -+-  b'x\  = b 1 


En  y faisant  y=  o , 011  prouve  x = — pour  la  distance  du 

centre  de  la  courbe  au  point  où  la  tangente  rencontre  l’axe 
des  x.  Comme  cette  expression  est  indépendante  de  h , elle 
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restera  Ja  meme  lorsque  b = a , auquel  cas  la  courbe  n’est 
autre  chose  que  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comine 
diamètre.  Donc,  pour  mener  par  un  point  M pris  surl’cl- 
•lipse  une  tangente  à cette  courbe,  il  faudra  du  centre  O, 
avec  le  rayon  OA  ==  a , décrire  une  circonférence  qui  coupe 
en  D la  perpendiculaire  MP  abaissée  sur  l’axe  des  a:  par  le 
point  donné;  puis  mener  par  le  point  D la  perpendiculaire 
DT  au  rayon  OD;  enfin  joindre  MT  qui  sera  la  tangente 
demandée.  * 

170.  2°.  La  tangente  doit  passer  par  un  point,  extérieur 
à l’ellipse.  — Soient  (a,  c)  les  coordonnées  de  ce  point;  il 
faut  qu’elles  vérifient  l'équation  (/)  de  la  tangente  : ainsi 
l’on  a 

a'Gr,  4-  = a'b'. 

D’autre  part , le  point  de  contact  étant  inconnu,  on  peut 
regarder  £ et  y)  comme  des  coordonnées  courantes  x et  y, 
de  sorte  qu’à  la  place  de  l’équation  précédente,  il  vient 

(m)  W'Sjr  -y  i’ji  = a1  b-. 

Cette  équation  et  l’équation  (A)  suffisent  pour  obtenir  les 
valeurs  de  x , y qui  seront  doubles  et  réelles,  puisque  1 une 
de  ces  équations  est  du  second  degré.  D’où  l'on  voit  qu’il 
est  toujours  possible  de  mener  deux  tangentes  à Fellipsc 
par  un  point  situé  hors  de  la  courbé.  Comme  les  expres- 
sions de  x et  y,  ainsi  obtenues,  seraient  un  peu  compli-  * 
quées  et  d’une  construction  pénible,  on  détermine  les 
points  de  contact  par  un  procédé  plus  simple  et  plus  élégant. 

Il  consiste  à considérer  les  équations  (A)  et  (/«)  comme 
représentant  deux  lignes  passant  par  les  points  de  con- 
tact, et  qui  les  déterminent  par  leur  intersection.  La  pre- 
mière est  construite  par  l’ellipse  proposée;  la  seconde  ap- 
partient à la  corde  de  contact , et  l’ou  pourra  la  tracer 
quand  on  conuaitra  les  points  où  elle  doit  couper  les  axes 
des  coordonnées.  Or,  en  faisant  tour  à tour  y = o et  x — o 
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dans  l’équation  (m) , il  vient 

b'- 


a 

T’  *=r 


J’observe  que  la  valeur  de  x étant  indépendante  de  b doit 
rester  la  même  lorsque  le  second  axe  de  la  courbe  de- 
vient égal  au  premier,  et,  par  conséquent,  pour  le  cercle 
décrit  sur  l’axe  2 a comme  diamètre.  Décrivons  donc  ce 
cercle,  et  soit  abaissée  la  perpendiculaire  TH  qui  détermine 
l’abscisse  OH  = a.  ; menons  ensuite  par  le  point  H la  tan- 
gente HL  au  cercle  précédent.  La  perpendiculaire  L m don- 

liera  Om  = -;  car,  d’après  une  propriété  connue  du  trian- 
gle rectangle , 011  a 

ÔL=  OH.  O/Ti. 

Pareillement,  l’expression  y = — étant  indépendante 

de  a , sera  la  même  pour  toutes  les  ellipses  qui  auront  2 b 
pour  petit  axe,  et  partant,  pour  le  cercle  décrit  sur  cet  axe 
comme  diamètre.  Menons  à ce  cercle  la  tangente  1K  par  le 
point  I,  pour  lequel  01  = 6.  L’ordonnée  O m’  du  point  de 

contact  K sera  la  valeur  de  — ? puisque  le  triangle  rectangle 
1K0  donne  . * 

KO  = 01. 0/h'. 
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Lus  points^1'  et  G,  où  la  droite  mm'  ira  couper  la  courbe, 
seront  ceux  où  les  deux  tangentes  demandées  doivent  la 
toucher. 

177.  Il  peut  arriver  que  le  point  par  lequel  on  propose 
de  mener  des  tangentes  à l’ellipse,  sans  cesser  d’être  situé 
hors  de  cette  courbe , se  trouve  cependant  renfermé  dans  le 
cercle  décrit  sur  le  grand  axe.  Mais  alors  la  construction 
du  point  m , où  la  ligne  des  contacts  doit  couper  l’axe  des  .r, 
n’en  devient  que  plus  simple;  car  il  suffit  de  mener  par  le 
point  K,  où  la  perpendiculaire  TH  coupe  la  circonférence 
décrite  sur  le  grand  axe,  une  tangente  Km  à celle  circon- 
férence, et  l’on  aura  , dans  le  triangle  OKm , 

— 2 

Om.OH  = OK.,  ou  O /«  = — 

a 

Quant  à la  détermination  du  point  m',  elle  aura  toujours 
lieu  sans  modification. 


178.  Étant  données  une  ellipse  et  une  droite- dans  le 
même  plan , mener  à la  courbe  une  tangente  parallèle  à la 
droite.  — : Pour  résoudre  graphiquement  ce  problème , on 
tirera  deux  cordes  parallèles  à la  droite  donnée,  on  joindra 
les  milieux  de  ces  cordes  par  une  nouvelle  droite,  et  enfin , 
par  les  points  où  cette  dernière  droite  coupera  l’ellipse,  on 
mènera  des  parallèles  à la  droite  donnée.  Ces  parallèles  se- 
ront les  tangentes  cherchées. 

170.  Il  résulte  de  te  qui  précède  que  la  corde  de  cou— 
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(acl  des  deux  tangentes  menées  d’un  point  extérieur  (a,  ë) 
à l’ellipse,  coupe  sou  premier  axe  à une  distance  du  centre 

; ...  o* 

exprimée  par  — Or  eette  valeur  est  indépendante  de  ë; 

ainsi  elle  sera  la  même  pour  tous  les  points  situés  sur  la 
perpendiculaire  élevée  au  point  du  grand  axe  dont  l'ab- 
scisse est  «.  Donc , si  de  chaque  point  d'une  perpendiculaire 
au  grand  axe  de  l'ellipse  on  mène  deux  tangentes  à la 
courbe , les  cordes  qui  joignent,  les  deux  points  de  con- 
tact de  chaque  couple  de  tangentes  coupent  en  un  même 
point  le  grand  axe. 

L’équation  de  l'ellipse  et  celle  de  sa  tangente  étant  de 
même  forme  par  rapport  à deux  diamètres  conjugués  que 
par  rapport  aux  axes  principaux,  il  est  clair  que  la  pro- 
priété précédente  doit  avoir  également  lieu  dans  le  pre- 
mier système  d’axes,  pourvu  que  les  ordonnées  demeurent 
parallèles  à la  droite  d’où  partent  les  tangentes.  Donc,  si  de 
tant  de  points  qu'on  voudra  d'une  droite  placée  d’une 
manière  quelconque  dans  le  plan  de  l’ellipse,  on  mène 
deux  tangentes  à la  courbe,  toutes  les  cordes  qui  join- 
dront les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  même 
point  se  couperont  en  un  meme  point  du  conjugué  du 
diamètre ■ parallèle  à la  droite  donnée. 

La  réciproque  a également  lieu. 

Le  cas  où  les  tangentes  partent  de  la  directrice  mérite 
d’ètre  remarqué.  On  sait  que  cette  droite  n’est  autre  chose 
que  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  grand  axe  de  la  courbe 
à une  distance  du  centre  égale  à la  troisième  proportion- 
nelle à l’excentricité  et  au  demi-grand  axe.  Supposons  donc 
que  l’abscisse  a soit  cette  troisième  proportionnelle,  de 
sorte  qu’en  nommant  c l’excentricité,  on  ait 


il  en  résulte 
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Ce  qui  montre  que  la  corde  de  contact  passe  par  le  foyer, 
et  comme  il  eu  est  de  même  pour  chaque  point  de  la  di- 
rectrice, il  en  résulte  que  si  des  différents  points  de  lu 
jlireclrice  de  l’ellipse  on  mène  deux  tangentes  à la  courbe 
les  cordes  qui  joindront  les  points  de  contact  de  chaque 
couple  de  tangentes  passeront  toutes  par  le  foyer. 

Réciproquement,  si  par  le  foyer  de  l’ellipse  on  tira 
différentes  cordes,  les  sommets  des  angles  formés  par  les 
tangentes  menées  des  extrémités  d’une  meme  corde  se 
trouveront  sur  la  directrice  de  la  courbe. 

180.  Problème.  — Mener  une  normale  à l’ellipse. 

i°.  La  normale  doit  passer  par  un  point  donné  sur 
l’ellipse.  — On  mènera  en  ce  point  une  tangente  à l’ellipse, 
et  ensuite,  par  le  même  point,  une  perpendiculaire  à cette 
tangente. 

2°.  La  normale  doit  passer  par  un  point  donné  sur  le 
plan  de  l’ellipse. — Soient  («,  6)  les  coordonnées  de  ce 
point;  elles  devront  satisfaire  à l’équation  de  la  normale 

iPnx — b’%y  — c7%n, 

ce  qui  donne 

/?’  ji  a — b - H <5  = c1  \ « , 

ou  mieux 

.a2xf  — b*  Sx  — c-xy—  o; 

car,  les  points  de  contact  étant  inconnus , on  peut  regarder 
£ et  r,  comme  des  coordonnées  courantes.  Cette  équation 
représente  Une  hyperbole  équilatère  passant  par  le  centre 
de  l’ellipse  proposée , et  les  points  où  la  première  de  ces 
courbes  coupera  la  seconde  seront  ceux  où  doivent  aboutir 
les  normales  demandées.  On  n’aura  donc  qu’à  joindre  ces 
intersections  au  point  donné  pour  avoir  ces  normales. 

3°.  La  normale  doit  être  parallèle  à une  droite  donnée. 
— 11  faudra  mener  une  tangente  perpendiculaire  à la  droite 
donnée,  puis,  par  le  point  de  contact,  une  perpendiculaire 
à la  tangente. 
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181 . Problème.  — Les  côtes  d’un  angle  droit  glissent 
sur  une  ellipse  à laquelle  ils  demeurent  sans  cesse  tan- 
gents, quelle'cst  la  courbe  décrite  par  le  sommet? 

Soient  ( 4 , >5)  les  coordonnées  du  point  de  contact  du. pre- 
mier côté;  (v,  s)  les  coordonnées  du  point  de  contact  du 
second  côté.  On  aura  les  quatre  équations 

a'  T]  y b'%. v — a ’ /»•', 

a1  •>)’  -h  b’’  u x = fl’  b-  ; 

(n) 

«v-+-  — 1>\ 

«’  oJ  -+-  à’  y2  = n’  b'1. 


I. es  valeurs  de  x,  y tirées  des  deux  équations  du  premier 
système  sont  évidemment  celles  des  coordonnées  du  point 
d’intersection  des  deux  tangentes  que  ces  équations  repré- 
sentent ou  du  sommet  de  l’angle  mobile.  Mais  ces  valeurs 
seront  exprimées  en  fonction  de  £,  ïî,  u,  0,  et  ne  seront» 
relatives  qu’à  la  position  actuelle  des  points  (£,  >î),  (u,  0). 
Il  faudra  donc , au  moyen  du  second  système  du  groupe  (-«), 
éliminer  ces  quatre  variables  pour  obtenir  un  résultat  qui 
convienne  à toutes  les  positions  que  peu!  prendre  le  sommet 
de  l’angle  mobile.  On  devra,  en  outre,  exprimer  que  les 
deux  tangentes  sont  à angle  droit.  Or  leurs  équations  don- 

b'  Ç . b-j  , . , . . 

lient — 1 — pour  les  tangentes  trigonomctnqucs  des 

angles  que  forment  ces  droites  avec  l’axe  des  ,r  : donc,  d’a- 
près une  formule  connue,  on  doit  avoir 

. é’v  _ 
ii’n  fl-’  0 ■ ’ 

d’où  l’équation  de  condition 

(o)  fl*  »!0  -+•  b'  Çy  = O. 

Il  ne  reste  plus,  qu’à  substituer  pour  r,o,  £u  leurs  valeurs 
déduites  des  quatre  équations  (//).  La  première  équation 
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du  groupe  (n)  donne 


Mettant  cette  valeur  dans  la  troisième  équation  du  même 
groupe  , il  vient 

(a'y'  b' x1)  ri1  — 2 a'  b'ny  — b * (x’  — a').  • 

Mais  ou  a 

a'y' + b'x' = a1  b',  b'[x' — n’)r=:  — a' y' , 

ce  qui  réduit  l’équation  précédente  à . 

«’ — iny-by'  = o,  (u — y)' = o , d'où  n~y. 

Les  deux  autres  équations  du  groupe  (n  ) étant  composées 
eu  v et  s,  comme  les  deux  précédentes  l’étaient  en  £ et  rj , on 
aura  pareillement 

" a 

u = -£yb' — o',  o = y. 

.Les  valeurs  de  r,,  o réduisent  celles  de  £ , u à 

* « i. 

« = « = j)  yo’—y’i  ■ 

donc 

Çu  = ^ (b'  — y1)  et  «o  = /*  = x‘). 

Substituant  ces  résultats  dans  l’équation  (o),  et  divisant 
par  «’/>’,  on  trouve 

x'  + y'  — a ' -+-  b'. 

C’est  l’équation  cherchée;  elle  indique  un  cercle  concen- 
trique à l’ellipse  et  ayant  pour  rayon  \Ja*  -+-  b1. 

Tangentes  et  normales  à l’hyperbole. 

182.  En  désignant  par  a et  h les  demi-axes  principaux 
de  l’hyperbole , son  équation  est 

n'y ' — !>' x' — — a' b', 

laquelle  ncdiilerc  de  l’équation  de  l’ellipse  que  par  le  signe 
de  bs.  On  trouvera  donc 

a'v{y  — r,)  — -l>'\  (x  — ?)  = o, 
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h1* J — /»’  Çx  = — a'1  b2 


pour  l 'équation  de  la  tangente  au  point  (£,  n)  de  la  courbe, 
et 

— 5)  {y  — »)  = o, 

ou  • 

a‘nx  + b2ly  = [à‘  4-  b2)  f» 

pour  l’équation  de  la  normale  au  même  point. 

Lorsque  l'hyperbole  est  équilatère,  ou  a scs  axes  égaux, 
1 équation  de  la  tangente  devient 

, — Çjr=î  — a2. 

N 

Si  l’on  prend  pour  axes  des  coordonnées  les  asymptotes  de 
cette  hyperbole,  ou  a 

a 2 

pour  l’équation  de  la  courbe,  et  . 
pour  celle  de  la  tangente. 

Quant  à l’hyperbole  ordinaire  rapportée  à ses  asymp- 
totes obliques,  et  dont  l’équation  est 


supposant 


A*  = 


xy  = h-, 
n‘  •+■  b 


4 


on  trouvera  ' 

(7)  §/  -+■  u.r  = 2 A- 

pour  l’équation  de  la  tangente  au  point  (£,  «)  de  la  courbe. 

Mener  une  tangente  à l’hypèrbole. 

183.  La  tangente  doit  passer  par  un  point  donné  sur 
la  courbe.  — 11  11e  s’agit  que  de  trouver' un  second  point 


A • 
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par  lequel  doit  passer  la  tangente  demandée.  Or  l’hypo- 
thèse y — o , introduite  dans  l’équation  (p) , donne 


pour  la  distance  du  centre  au  pied  de  la  tangente  menée  pat 
le  point  (£,  n)  de  la  courbe.  Pour  construire  cette  expres- 
sion, soient  décrites  deux  circonférences,  l’une  sur  le  pre- 
mier axe  AB  = 'Aa,  l’autre  sur  l’abscisse  OP  = £ comme 
diamètres.  Elles  se  couperont  en  deux  points  H et  1 qu’on 
joindra  par  une  corde,  et  l’intersection  de  HI  avec  l’axe 
des  x donnera  le  pied  T de  la  tangente.  De  sorte  qu’en 
tirant  MT,  cette  droite  sera  la  tangeffte  cherchée.  En  effet , 
le  triangle  OHP,  rectangle  en  H,  donne 


OT  — ÜH  — — 
~~  "ÔP  Ç 


- 

YJ 

\ 

i \ 

' / 

fk 

■ y 

r a 

WK) 

V x 

184.  Si  les  asymptotes  de  l’hyperbole  sont  tracées,  on 
peut  encore,  par  leur  moyen,  mener  la  tangente  ainsi 
qu’il  suit.  L’équation  (q) , écrite  sous  la  forme 

ly  -+-  nx  = ?.  Id  , 
donne,  en  y faisant  y = o, 

x = a ç. 
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On  prendra  donc  sur  l’asymptote  où  se  comptent  les  .r , 
une  distance  Oj",  à partir  du  centre,  égale  au  double  de 
l'abscisse  du  point  donné;  et  la  droite  M#  sera  la  tangente 
demandée. 

/ ** 

185.  Lt\  tangente  doit  passer  par  un  point  (a,  o)  pris 
sur  le  plan  de  V hyperbole.  — 11  faut  exprimer  que  l’équa- 
tion de  la  tangente  est  satisfaite  en  ce  point,  ce  qui  revient 
à faire  x = a , y — S dans  l’équation  (p) , d’où 

a'Zr,  — b-tf  = — a'-b', 

ou  plutôt 

Çr)  a*%y — = — u'b'-, 

en  regardant  '?  et  v comme  des  coordonnées  courantes.  Or 
cette  équation , qui  est  du  premier  degré  entre  les  variables  " 
x et  y,  représente  une  droite  passant  par  les  points  de 
contact  et  qui  les  détermine  par  ses  intersections  avec  la 
courbe  proposée.  Nous  parviendrons  à construire  cette 
droite  en  cherchant  les  points  où  elle  doit  couper  l.es  deux 
axes  des  coordonnées.  Les  hypothèses  y = o et  x = o,  faites 
l’une  après  l’autre  dans  l’équation  (/’),  donnent  respecti- 
vement - • 


i°.  Si  a ]>  a ( fi  g . i) , oïl  aura 


Alors,  après  avoir  décrit  un  demi-cercle  ALB  sur  l’axe  u a 
comme  diamètre,  on  lui  mènera  une  tangente  par  le  point 
H,  pour  lequel  OH  = a.  Puis  du^ioint  de  contact  L on 
abaissera  la  perpendiculaire  L ni , qui  donnera 


O ru  — — , 


Digitized  by  Google 


3o8  chapitre  quatrième. 

ainsi  qu’il  est  aisé  de  s’en  convaincre.  Mais  si  a<^a  ( fig . 2), 


a 

auquel  cas  — ]>n,  l’ordonnce TH,  correspondante  à l’ab- 
scisse OH  = a,  coupera  la  demi-circonférence  décrite  sur 
l’axe  2<ï,  en  un  point  L par  lequel  on  mènera  la  tangente 

L/m,  qui  donnera  - 

’ à1 

Om  = — 

• * . a 

b 2 * . : • 

2°,  La  valeur  — — peut  se  construire  de  deux  manières. 
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Soit  menée  par  le  point  I,  pour  lequel  01  = o,  la  tangente 
IK  au  cercle  décrit  sur  2 b comme  diamètre;  soit  ensuite 
abaissé  du  point  K de  contact  la  perpendiculaire  Km,  et 
l’on  aura 


T 


Portant  Ou  de  O en  m\  on  obtiendra 


Ou  bien,  menons  la  tangente  Pm'  par  le  point  P de  la 
courbe  pour  lequel  l’ordonnée  PQ  = £.  Cette  tangente 

déterminera,  sur  l’axe  des  y , la  partie  O m'  — — — • Car 

il  suit  de»  l’équation  (/>),que  la  tangente  menée  par  le 
point  de  la  courbe  dont  l’ordonnée  n=  6,  doit  rencontrer 

le  Second  axe  à une  distance  du  centre  égale  à — — • Il  ne 

restera  plus  qu’à  joindre  les  points  ni  et  ni'  par  une  droite 
qui  coupera  les  branches  de  l’hyperbole  aux  points  de  con- 
tact F et  G,  de  sorte  que  TF,  TG  seront  les  tangentes 
demandées. 

18(5.  Si  les  asymptotes  sont  données  , en  les  prenant  pour 
axes  des  coordonnées,  l’équation  de  la  courbe  et  celle  de  sa 
tangente  seront  respectivement 

xjr  = A’,  Çy  4-  »x  = 2 h*. 

Pour  que  cette  tangente  passe  au  point  (a , 6) , il  faut  qu’011 
ait 

S !•  +«(  = 2/1’. 

Cette  dernière  équation  , écrite  sous  la  forme 

•-  6 x 4-  a y = 2/1’, 

représente  la  droite  qui  joint  les  points  de  contact , et  qu’il 


,'jlo  * CHAPITRE  Ql  ATIUÈME. 

sera  facile  de*  construire  en  déterminant  les  points 

2 U7  2 II7 

,r  = °*  -t  = ~z~  • ■*  = <>,  r = — * 

v a 

où  elle  coupe  les  asymptotes. 

187.  Ces  expressions  montrent  que  si  le  point  d'où  par- 
tent les  tangentes  est  situé  dans  l’angle  asymptotique, 
auquel  cas  les  coordonnées  x et  6 sont  toutes  deux  positives 
ou  toutes  deux  négatives,  la  corde  de  contact  coupera  une 
seule  branche  de  la  courbe;  et,  par  conséquent,  les  deux 
tangentes  issues  du  point  (a,  6)  seront  menées  à celte  seule 
branche.  Elles  seront  menées  aux  deux  branches  de  l’hy- 
perbole si  le  point  (et,  6)  n'est  pas  compris  dans  l’angle 
asymptotique,  parce  qu’ alors  a et  6 sont  de  différents  signes 
et  qu’il  en  est  de  même  de  x et  de  y.  * 

188.  La  tangente  rloit  cire  parallèle  a une  droite' 
donnée  de  position  dans  le  plan  de  l'hyperbole.  — On 
fera  la  même  construction  que  pour  l’ellipse  (178).  Mais  le 
problème  n’est  possible  qu’ autant  que  le  diamètre  parallèle 
à la  droite  donnée  se  trouvera  hors  de  l'angle  asymptotique, 
car  ce  n’est  que  dans  cette  circonstance  que  le  conjugué  de 
ce  diamètre  pourra  couper  l’hyperbole  et  donner  les  points 
de  contact. 

189.  Les  théorèmes  (179)  sc  reproduisent  également 
pour  l’hyperbole. 

190.  Problème.  — Les  cotés  d’un  angle  droit  glissent 
sur  une  hyperbole  à laquelle  ils  sont  toujours  tangents ; 
quelle  est  la  courbe  que  décrit  le  sommet  ? 

Un  calcul  pareil  à celui  du  n°  181  montre  que  le  lieu 
cherché  est  tin  cercle  concentrique  à l'hyperbole  et  avant 
pour  rayon  Vna  — b'. 

191.  Quant  à mener  une  normale  à l’hyperbole,  on 
opérera  connut*  pour  l’ellipse  (180). 


• • Digitizéd  by  Google 


MM'lICAi-tONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCCI,  DIFFÉRENTIEL.  3l  I 


Tangentes  et  normales  à la  parabole. 

192.  On  trouvera  facilement  que  l’équation  de  la  tan- 
gente au  point  (ç,  r,)  de  la  parabole  y’  = ?. px  est 

( s ) »(/— «)  — /»(*— 5)  = ° ■ ou  »y  = /'(.r  + {), 

dans  un  système  quelconque  d’axes,  et  que  l'équation  de  la 
normale,  dans  le  système  d'axes  rectangulaires,  est 

» (x  — £)  -|-  p (jr  — »J  = ». 

193.  Problème.  — Mener  une  tangente  à la  parabole. 
i°.  La  tangente  doit  passer  par  un  point,  donné  sur  la 

rourbe.  — Si  lpn  fait  y = o dans  l'équation  (s),  on  trouve 

■r  — — Z. 

Donc  la  distance  du  sommet  de  la  courbe  au  pied  de  la  tan- 
gente est  égale  à l’abscisse,  mais  de  signe  contraire.  D'où 
il  résulte  que  pour  mener  une  tangente  par  le  point  F de 
la  parabole,  il  suffit  de  prolonger  l'axe  OX  d’une  quantité 
Ol  = OL  et  de  joindre  FI. 


a°.  La.  tangente  doit  passer  par  un  point  donné  sur  le 
plan  de  la  parabole.  — Soient  (a,  £)  les  coordonnées 
d’un  pointtiuelconque  T extérieur  à la  courbe  ; elles  devront 
satisfaire  à l'équation  (.<),  ce  qui  donne 
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Si  entre  ces  deux  équations  on  élimine  ? et  r,,  qui  sont 
actuellement  indéterminées,  puisque  le  point  de  contact  est 
inconnu , on  obtiendra  une  équation  du  second  degré.  Donc , 

.par  un  même  point,  extérieur  à la  courbe,  on  peut  mener 
deux  tangentes.  Mais,  au  lieu  de  calculer  les  valeurs  de  £ 
et  r,,  on  détermine  les  points  de  contact  par  le  procédé  sui- 
vant. 

La  première  des  deux  équations  précédentes , écrite  sous 
la  forme 

S.T  — (*  4-  “)  » 

représente  une  droite  passant  par  chacun  des  points  de  con- 
tact. Pour  la  construire,  je  cherche  les  points  où  elle  coupe 
les  axes,  et  je  trouve  qu’elle  les  rencontre  à des  distances 
de  l’origine  marquées  par 

—a,  . y ~p\- 

Je  porterai  donc  l’abscisse  OH  de  O en  K , et  le  point  K 
sera  celui  où  la  ligne  des  contacts  traverse  l’axe  des  x.  Afin  - 
d’obtenir  le  point  où  cette  droite  coupe  l’axe  des  y,  je 
joindrai  le  point  donné  et  le  sommet  de  la  parabole  par  une 
ligne  qui  rencontrera  la  courbe  en  F.  Je  prendrai  01  = OL, 
et  la  droite  FI  déterminera  le  point  cherché  N.  En  effet,  il 
suit  de  la  construction  que  FI  est  une  tangente  au  point  F,  - 
de  sorte  que  cette  ligne  aura  pour  équation 

ny=l>{x- t-Ç), 

* £ * 

et  1 hypothèse  x = o fait  voir  que  y = p - est  l’expression  * . 

de  l’ordonnée  ON.  Or  les  triangles  semblables  FOI. , OHT 
donnent 

oi,  : LF  ::  on  : irr, 

ou  . • • 

£ _ * . . 
/?  % ’ 
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parlant , 

• . «N  = /»?•. 

11  ne  reste  plus  qu’à  joindre  les  points  K cl  N par  une 
droite  indéfinie  qui  coupera  la  courbe  aux  points  M , M',  et 
les  lignes  TM,  TM',  menées  par  ces  points  et  le  point  T, 
seront  les  deux  tangentes  demandées. 

3°.  Si  la  tangente  doit  être  parallèle  à une  droite 
donnée,  la  construction  sera  la  même  que  pour  l’ellipse  et 
l’hyperbole. 

194.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  par  un  point 
extérieur  (a,  6)  à la  parabole  on  mène  deux  tangentes, 
la  corde  qui  joindra  leurs  points  de  contact  coupera  l’axe 
principal  à une  distance  du  sommet  égale  à oc.  Or  cette 
valeur  sera  évidemment  la  même  pour  tout  point  situé  sur 
la  perpendiculaire  élevée  au  point  de  l’axe  principal  dont 
l’abscisse  est  a. 

On  obtient  un  résultat  analogue  en  considérant  l’équation 
de  la  parabole  rapportée  à un  diamètre  quelconque  cl  à la 
tangente  qui  passe  par  son  extrémité,  et  l’équation  de  la 
tangente  rapportée  aux  mêmes  axes.  D’où  suit  ce  théorème 
général  : 

Si,  de  tant  de  points  qu’on  voudra  d’une  droite  située 
dans  le  plan  de  la  parabole , on  mène  deux  tangentes  à la 
courbe , toutes  les  cordes  qui  joindront  les  points  de  contact 
des  deux  tangentes  issues  du  même  point  se  couperont  en 
un  point  unique  du  diamètre  passant  par  le  point  où  la 
tangente  parallèle  à la  droite  donnée  rencontrerait  la 
courbe. 

■ La  réciproque  a lieu. 

Si,  en  particulier,  la  droite  d'où  partent  les  tangentes 
est  la  directrice  de  la  parabole , les  cordes  qui  joignent  les 
contacts  des  tangentes  menées  du  même  point  passeront 
toutes  parle  foyer.  Réciproquement,  si  par  le  Joyor  de  la 
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parabole  ou  tire  un  nombre  quelconque  <le  cordes , les  tan- 
gentes menées  par  les  extrémités  de  ces  cordes  iront  toutes 
sa  couper  deux  à deux  sur  la  directrice. 

195.  Problème.  — Un  angle  droit  étant  supposé  glisser 
sur  la  parabole , de  sorte  que  ses  côtés  demeurent  toujours 
tangents  à la  courbe , trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet. 

Les  côtés  tangents  aux  points  ( l . r,)  et  (y,  e)  delà  courbe 
ont  pour  équations 

. r»i  = p(*  -t-  5),  r»  —p  (•*  + *)■, 


De  plus,  -i  étant  les  tangentes  trigonométriques  des 

angles  que  ces  côtés  forment  avec  l'axe' des  x,  pi -\-r,c  = o 
exprimera  qu'ils  sont  à angle  droit.  Enfin,  l'on  a 

— 2 pï,  o7  2 [sv . 

Il  s’agit  d’éliminer  les  quatre  variables  £ , «,  v,  s pour 
obtenir  un  résultat  indépendant  de  toute  position  particu- 
lière des  points  de  contact. 

Or  les  deux  dernières  équations  donnent  * 


qui,  substituées  dans  les  deux  premières,  les  changent  en 
rè  — - 2 r,y  2 px  — O,  0?  — 2o  l -+-  2 px  — O.  • 

Ainsi  r,  et  s sont  racines  d’une  meme  équation  ; 'd’où 

‘ r,  o — 2 p.r  , 

et,  par  suite, 


p 7 -t-  2 px  — o , 


ou 


•> 


e'esl  l'équation  de  la  directrice.  Donc  si  d un  point  quel- 
conque de  cette  droite  on  mène  deux  tangentes  à la  para- 
bole, elles  seront  toujours  perpendiculaires  l'une  à l’autre. 
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196.  Problème.  — Mener  une  normale  à la  parabole. 

i°.  La  normale  doit  passer  par  un  point  donne,  sur  la 
parabole.  — Il  suffit  d’élever  une  perpendiculaire  parce 
point  à la  tangente  qui  y passe. 

2°.  La  normale  doit  passer  par  un  point  pris  sur  le 
plan  de  la  courbe.  — L’équation  de  la  normale  au  point 
( ; , r,  ) est 

► ' yj 

ri(x — ?)+/■’(/  — «)  = 0 Oli  V — r,  — (x — Ç). 


Mais  la  normale  devant  passer  par  le  point  (a,  S),  son 
équation  doit  être  vérifiée  par  les  coordonnées  de  ce  point; 
donc 


Le  point  où  la  normale  doit  couper  la  courbe  étant  ici  in- 
connu, on  peut  considérer  (£,  k)  comme  îles  coordonnées 
courantes,  et  mettre  l'équation  précédent*!  sous  la  forme 

(f)  é — r = — - (a  — .r). 

p 

On  construira  l’hyperbole  équilatère  représentée  par  cette 
équation,  et  les  points  où  elle  coupera  la  parabole  y=i  px 
seront  les  points  où  doivent  aboutir  les  normales. cherchées. 
On  peut  rendre  la  solution  plus  simple  en  remplaçant 
l'hyperbole  par  un  cercle.  A cet  effet , je  multiplie  l’équa- 
tion (/)  par  y ; et  je  remplace,  dans  le  produit,  v!  par 
2 px . ce  qui  donne 

f,  * 

{/'  — a)  — - r ~ o- 

J’ajoute  à ce  résultat 


et  il  vient 


y-  — f ]!jr  — o, 

, , . É 

» x-  — (/>  4-  *}  ' — - r =.  o ; 
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équation  qui,  mise  sous  la  forme 


indique  une  circonférence  ayant  pour  rayon 


{p  -+-  a)'~ t-  6’ 


4 


et  pour  coordonnées  de  son  centre,  — Les  points 

d’intersection  de  cette  circonférence  avec  la  parabole  pro- 
posée seront  ceux  par  lesquels  doivent  passer  les  seules 
normales  qu’on  puisse  mener  du  point  (a,  o).  L’origine 
est  un  de  ces  points;  mais  elle  est  une  solution  étrangère, 
car  clle.a  été  introduite  en  multipliant  l’équation  (/)  par^, 
3°.  La  normale  doit  être  parallèle  à une  droite  donnée. 
— Même  construction  qu’au  n°  180,  3°. 

197.  Problème. — Trouver  V équation  delà  courbe  dé- 
crite par  le  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés  sont 
constamment  normaux  à la  parabole. 

On  a les  qua ire  équations 


T- 


» = (x  ■ 

P 


?}> 


('■) 


V 

P 

o*  = 7.  p-i 


o = (x  — v), 


D’ailleurs  — — » - — - étant  les  tangentes  trigonométriques 

des  angles  fôrmés*tyar  les  deux  normales  avec  l'axe  des  ,r, 
on  a encore  l’équation  de  condition 

(«)  ))0  + /j'  = o. 

Si  l’on  élimine  £ entre  les  équations  du  premier  système, 
il  viendra 


( X )c 


s:'  — 2 f>  (x  — p.)  r,  — 2 p'y  ==•< 
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L’élimination  de  v entre  les  équations  du  second  système 
doit  conduire  à un  résultat  composé  en  o comme  le  précé- 
dent l’est  en  r, . Ainsi  » et  o sont  racines  dé  l’équation  (r). 
Or,  en  vertu  de  l’équation  («) , on  a 

«o  = — />’; 

donc  la  troisième  racine  de  l’équation  (.r)  doit  être 


■+-  *p7  y 
- p ’ 


Faisant  r,  = — 2 y,  l’équation  (x)  se  change  en 


j-3—  t p(*t  — 3/>)  y — °> 

ou  ’ 

r (V—  |(“-  3^)j 

qui  se  décompose  en 

y “ o et  y'—\ ( r — ^ — o-'- 

La  première  de  ces  équations  est  une  solution  étrangère  ; 
la  seconde  est  celle  d’une  parabole  de  même  axe  que  la 
proposée,  ayant  un  paramètre  quatre  fois  moindre  que 
celui  de  cette  courbe,  et  son  sommet  à une  distance  de  la 
directrice  égale  aux  trois  quarts  du  paramètre.. 


Ét/ualions  différentielles  de  la  cycloïde  et  de  la  loga- 
rithmique. Équations  de  la  tangente  et  de  la  normale 
à ces  deux  courbes. 

198.  On  a trouvé  (149),  à l’égard  de  la  cycloïde, 

. x = r[ 0 — sinO),  y = r(i  — cos0). 

En  différentiant  ces  deux  expressions,  il  vient 

. <!x  = r{  1 — cos0)f/0,  ri!/ ==  r sin  0 rf0  ; 

d’où  - 

tly 


/•sin  0 


.DS 

Or 

Ainsi 
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• sin  h — MI  — y j(î/'  — ) ) , r ( i — cos  0 ) = y . 


(•)  '<> 


dy  = dx  = \J^}- 


dx. 


C’est  i’équation  différentielle  de  la  cycloïdc,  l’origine  étant 
située  à la  naissance  de  la  courbe.  On  peut  encore  obtenir 
cette  équation  de  la  manière  suivante.  Soit  MI  = z , on  a 

OR  ==OP4-  MI  = arc  MR, 
ou 

x -+-  s = arc  (sin  = s), 
et,  en  diflérentiant,' 

rdz 


dx  4-  dz  = — 


y!'3  — z‘ 


Yl 


D’un  autre  côté , 

z — \/y(lr  — y)  = \j7.  ry  — y\ 


d’où 


Ainsi 
dx 


Jri? 


r — y 

, dz  — dy. 

)/y{2r—y) 


— y j r(r  — > ) . _ dy  _ rdy 


\i r1 — 7.  ry- h?7  \Y  (2  r—y)  \/y  ( ?.  r — y) 

r __  'ydy 

dx  = 7— ~ > 

vx-{*r—  r) 
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et  enfin 


- 

Il  sera  facile  de  trouver 


dx. 


y — n 


équation  de  la  tangente  ; 


r — r) 


équation  de  la  normale.  " 


On  place-quelquefois  l’origine  des  coordonnées  au  som- 
met de  la  cycloïde.  Soient,  dans  cette  hypothèse  (t , u)  les 
coordonnées' d’un  point  quelconque  M de  la  courbe;  ou 
aura 

OP  = OF  — GB , PM  = PB  — BM , 
ou 

x =5  ir  r — t , y — ■>.  r — u ; 


■t  l’équation  (t)  deviendra 


si  l’on  nomme  (.t,  y)  les  nouvelles  coordonnées. 

En  désignant  par  a la  base  du  système  de  logarithmes, 
supposée  >•  i , la  logarithmique  .r  = hy  devient  y = aa  ; 
d’où  l’on  déduit,  pour  l’équation  différentielle  de  la 
courbe,  ' . 

■ dy  = la . a*dx. 

On  trouve  ensuite 


y — n — !a.n^[x — Ç)  =0,  équation  de  la-tangente  ; 

- - (x  — 5)  -F  la. a*  ( y — ni)  = o,  équation  de  la  normale... 

Longueur  de  la  tangente  , de-la  sous-tangente , de  la 
normale  et  de  ta  sous-normale. 

199.  Si  l’on  abaisse  l’ordonnée  MP  du  point  de  contact 


< 
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M ( £ , r,) , on  déterminera  la  sons-tangente  PT  et  la  sons- 
normale  PN , qui  sont  les  parties  de  l’axe  des  .r  comprises 
entre  l’ordonnée  et  la  tangente,  ou  l’ordonnée  et  la  nor- 
male. Nous  désignerons  ees  lignes  par  S,,  S„.  Les  parties 
MT,  MN  de  la  tangente  et  de  la  normale  comprises  entre 
le  point  de  contact  et  l’axe  des  x sont  spécialement  la  tan- 
gente et  la  normale , et  nous  les  exprimerons  par  les  lettres 
T et  N\  11  est  facile  de  calculer  la  longueur  de  ces  quatre 
lignes.  En  effet,  si , dans  les  équations  fie  la  tangente  et  de 
la  normale  (158,  159),  on  fait  y — o,  il  viendra  : 


(h 


l°.  x — ç 

2".  , X — Ç 


Or  il  est  clair  que,  dans  le  premier  cas, 


X — l = — (Ç  — *)  = — (ÔP  — OJ)=  — PT  = — S,  ; . 


et  que,  dans  le  second  cas. 

X — i — ON  — OP  = PN  = S„. 

Donc 

M ' s'=-£’  * 

, 

r/Ç 

(*)  S„  — w— - 

» t 

* c , ' ■ * 

' * 

. ■ 
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Nous  trouverons  ensuite 


MT  = y MP!  -t-  PT  ',  MN  = y/MP2  -+-  PN% 


OU 

■(  3 1 

T = -j- 

dri 

f 

d% 

'(4) 

N = ji  t 

i + 


dr,7 

dï- 


(U 


Les  signes  de  n,  — ; feront  reconnaître  la  situation  des  lignes 

UC,  , 

précédentes. 

On  peut  obtenir  directement  ces  valeurs  par  la  considé- 
ration des  triangles  rectangles  MPT,  MPN.  Car,  en  suppo- 
sant l'angle  MTP  = T,  ils  donnent 


S, 


■ , T — t— — > S'„  = « tang  t,  N 


Substituons  maintenant  à la  place  de  tangr,  sin  r,  cos  t, 
leurs  expressions 


dn 

dï 


dn 

, il 


/ dr?  / du7 

V l+dï'  v'+d£ 


et  il  viendra  les  formules  ci-dessus.  Les  deux  premières 
donnent 

S, . S„  = «’  ; 

ainsi,  l’ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  la 
sous-tangente  et  la  sous-normale. 

Applications.  — Cercle  : 

rA — E-  _ „ _ r 


S,— 


-,  N = r,  T=-^rZJ'. 

.5  . S 


Ellipse  et  hyperbole  : 
a7y‘‘àzb'‘  x7  — rfc  a7b7. 


cU 

dl 


: ! Ï5,  s ,=±i=I. 

* *• 


= ZfZ  ~ y T=  sja'ri1  H-  N = --  sja'rf  -f- 

^ a2  rt2 


21 
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. La  sous-tangentc  est  indépendante  du  second  aw,  de  sorte 
qu’elle  conserve  la  même  valeur  pour  une  ellipse  et  pour 
le  cercle  décrit  sur  son  grand  axe  comme  diamètre.  De  là 
résulte  un  moyen  pour  mener  une  tangente  à l’ellipse  par 
un  point  quelconque  de  cette  courbe. 

L’hyperbole  équilalère  rapportée  à scs  asymptotes , - 

' xy  = — donne 
2. 


fi  r,  r, 

~d\  = ~V 


s, 


i, 


S„=r- 


i) 


a 


? ' 


La  sous-tangente  est  égale  à l’abscisse,  et  doit  être  prise  à 
droite  de  l’ordonnée , la  tangente  formant  un  angle  obtus 
avec  les  x positives. 

Parabole  ; 


T = v/25  (2? +p),  N=  +p)- 


f, a sous-tangentc  est  double  de  l'abscisse,  et  la  sous-normale 
est  constante  pour  la  même  courbe. 

Première  parabole  cubique  : 


= //-.r, 


dr, 

d\ 


35 


La  sous-tangentc  est  triple  de  l’abscisse  et  doit  être  prise  à 
gauche  de  l’ordonnée-,  la  valeur  de  montrant  que  la  tan- 
gente fait  un  angle  aigu  avec  1 axe  des  x,  il  est  facile  de  voir 
que, dans  cette  courbe,  l’ordonnée  correspondante  à x — p 
est  y=  />,  et  que  les  cubes  de  deux  ordonnées  quelconques 
sont  entre  eux  comme  les  abscisses  correspondantes.  C’est 
ainsi  qu’en  faisant  x — 2/2,  on  aura 

y*  — 2/»  • 

D’où  il  résulte  que  le  problème  de  la  duplication  du  cube 
pourrait  se  résoudre  très-simplement  par  lé  moyen  de  la 
première  parabole  cubique , si  l’on  savait  décrire  géométri- 
quement cette  courbe. 


I 


V 
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‘■Seconde  parabole  cubique  : 

Y'=px\  S,=  -fÇ.  ' 

La  logarithmique  x = Ly  — ou  y = «',  prend  la 

forme  y = eJcla,  en  observant  que  l’équation  évidente  a — c1" 
donne 


d’où 


S,  = — 8 ;=la<?i'a. 

In  r> 


La  sous-tangente  est  égale  au  module  du  système  de  loga- 
r i thmes ; mais  la  sous-normale  croit  rapidement  à mesure 
<jue  l’abscisse  du  point  de  contact  augmente  elle-même. 
Cycloïde  : 


<iy 


~~^xr  s«—  ~ ” y 2>  _ n>  S„=*j/ii(2r— 

T = ri  \ j — — « N = \/a  rr,. 

. V r •*-  n 

Or,  si  DMR  est  1’  une  des  positions  du  cercle  générateur, 
et  M un  point  de  la  courbe,  on- aura  » 

MI  = yl  RTdT  = y»  ( 2 r — 7)  ; MR  — y/DR.IR  = yfi 7r>  . 
Donc  PR  = MI  est  la  sous-normale,  et  MR  est  la  normale 
au  point  M ; d’où  il  résulte  que  la  corde  MD,  perpendicu- 
laire à MR  , sera  la  direction  de  la  tangente  au  même  point. 
Ainsi , pour  mener  une  tangente  à la  cycloïde  par  un  point 

Yl 


P 

V 

> 

ÎX 

•y  x 


ai. 
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tic  ('clic  courbe,  il  faudra  tirer,  par  ce  pginl , une  parallèle 
indéfinie  MH  à la  base  OF  : puis,  dans  le  cercle  G HF,  de-  ’ 
crit  sur  le  polit  "axe  GF  de  la  courbe  , on  joindra  la  corde 
< JH  ; et  la  parallèle  \ID,  menée  par  le  point  M à cette  corde, 
sera  la  tangente  cherchée.  La  normale  est  toujours  la  corde 
du  cercle  générateur  qui  joint  le  point  où  ce  cercle  coupe 
la  cycloïde  au  point  où  ce  même  cercle  toucha  Taxe  des  ,r. 


• yi sjinplot.es  des  courbes  ///unes.  * 

200.  Lorsqu'une  branche  de  courbe  est  infinie,  ou  ap- 
pelle asymptote  toute  ligne  droite  ou  courbe  dont  cette 
branche  s’approche  indéfiniment  sans  pouvoir  jamais  la 

rencontrer.  _ . 

, * « 

M.  Cauchy,  à qui  il  était  réservé  de  remplacer  beaucoup 
de  méthodes  anciennes  par  des  méthodes  plus  simples  et 
plus  rigoureuses,  adonné  une  solution  aussi  facile qtl’élé- 
gante  du  problème  des  asymptotes.  Occupons-nous  d’abord 
des  asymptotes  rectilignes,  et  soit 


(i)  ^ y = kx  -t- 1 

l’équation  d’une  telle  asymptpte  non  parallèle  à l’axe  des 
y.  La  branche  de  courbe  qui  s’approche  indéfiniment  de 
cette  droite  à mesure  que  x augmente ,' pourra  se  représen- 
ter par  . , 

( 2 ) y = kx  t -+-  u , 

u étant  une  fonction  connue  .ou  inconnue  qui  s’évanouit 
pour  x = ± oo  . Cette  équation  donne 


(3) 

(4) 


X X 

l = y — kx  — «. 


v I 1 * • / « H-  « . 

Or,  pour  x'==±  oo  , les  quantités  u et  — - — deviennent 
nulles;  ainsi  l’équation  (3)  montre  que  À est  la  limite  de  . 
-•  Si,  après  avoir  déterminé  A de  cette  manière,  on  en 


V 
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porte  la» valeur  dans  l'équation  (4),  on  verra  que  / est  la 
limite  de  y — A.r , puisque  u — o quand  x = oo  . Donc  la 
détermination  des  asymptotes  d'une  courbe  se  réduit  à 

calculer  les  limites  A ~ lim  7 = liin  ( y — A.r).  De  là  dé- 
coule le  procédé  suivant  : 

Posez,  dans  l’équation  de  la  courbe-,  > = .«  ou  y = sx 

puis  cherchez  la  limite  ou  les  limites  vers  lesquelles  coif- 
verge  la  variable  s tandis  que  x croit  indéfiniment  ; posez 
ensuite  dans  l’équation  proposée  y — kx  ==  t,  et  détermi- 
nez ce  que  devient  t pour  x = ± oo  . A chaque  système  de 
valeurs  des  quantités  A,  /,  correspondra  une  asymptote 
cherchée.  Si  l’on  trouve  A = o,  l’asymptote  sera  parallèle 
à l’axe  des  x.  Si  / = o‘,  elle  passera  par  l’origine.  Si,  en- 
même  temps,  A = o , / = o , l’axe  des  x sera  lui-même 
asymptote.  Quant  aux 'asymptotes  parallèles  à l’axe  des  y, 
on  les  obtiendra  en  cherchant  les  valeurs  finies  de  x qui 
rendent  infinies  l’ordonnée  de  la  courbe.  Les  asymptotes 
parallèles  à l'axe  des  x s’obtiendront  de  même  en  détermi- 
nant les  valeurs -finies  de  j"  qui  rendent#  infini. 

Tout  ce  qu’oit  vient  de  dire  a lieu  quel  que  soit  l’angle 
des  axes  coordonnés,  et  s’applique  littéralement  à une 
équation  donnée  sous  la  l'orme  explicite  y = J (x). 

Soit,  par  exemple,  l'équation 
(a)  y1  — _ ma : -+■  nx  , . 

laquelle. représente  l’ellipse,  l’hyperbole  ou  la  parabole, 
suivant  que //'est  négatif , positif  ou  fful.  On  en  déduit 


Pour  .r  = -t-  x , cette  quantité  devient  limite  s — \n  = A. 
11  reste  à trouver 

/ = lim  ( r — Lr)  =£  fini  t.  , 

Posons  dbnr 

y — Le  ~ \j  mx  -y-  «.r’  — x \!  n r , 
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et  cherchons  la  valeur  do  l pour  .r  = oo  . Mais  comme  les 
deux  parties  de  celte  différence  deviennent  infinies  en  même 
temps,  il  faudra,  pour  éluder  celle  difficulté , multiplier 
et  diviser  par  \mx  -h  nx3  -4-  x \'n , ce  qui  donnera 

( ni. r -4-  nx 3 — x y rn  ) ( ym.r  -+-  nx 


kx  — 


r y n , 


m x -t-  nx 1 -+-  x y A 


\Jmx  ■ 


t‘  + x sfn  / m i — 

• Vx+,"+'V" 

Tl  est  clair,  maintenant,  que  dans  l’hypothèse  x — 


de  sorte  que 

[b) 


lim  t — l 


x y« 


ni 

.2  y/ n 
m 

2 n 


sera  l’équation  de  l’asymptote  cherchée.  Elle  conduit  à un 
résultat  imaginaire  lorsque  n o.  Ainsi  l’ellipse  n’a  point 
d’asymptote,  ce  qu’il  était  facile  de  prévoir,  puisque  celte 
courbe  n’a  pas  de  branche  qui  s’étende  .à  l’infini.  Cette 
même  équation  donne  j.=  ce  pour  n — o , c’est-à-dire  que 
la  parabole  ne  peut  avoir  pour  asymptotes  que  des  droites 
parallèles  au  diamètre  et  menées  à une  distance  infinie  de 
ee  diamètre;  ce  qui  revient  à dire  que  cette  courbe,  quoi- 
que ses  branches  s’étendent  indéfiniment,  n’a  point  d'a- 
symptotes, parce  quelles  ne  sauraient  être  renfermées 
entre  des  limites.  Mais  l’hyperbole flui  est  le  cas  de  n o 
n des  asymptotes  réelles  déterminées  par  l'équation  (/>). 

I/hyperbole 


b‘x'  — n'y’  = a1 b\  ou  y = ± - y^r’  — a1, 


X 


b J t7 — (V 
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qui  pour  x — oc  , devient 

b 

k - h ni  s — zsz  -i 


"b 


t — Y — kx  = dz  - \jx't  — rt1  x ; 

- ' il  a 

et  pour  x — oo  , on  trouve 

lim  t =z  I — o. 

Il  existe  deux  asymptotes  passant  par  le  rentre  et  détermi- 
nées par  l’équation 

.•b 

Y —±-X. 
a 

La  logarithmique  j'  = a*  conduit  à 

y a1  i 

x x a~*.x 

0 

faisant  x — — oo  ,-il  vient 

lim  s = { = o|  / — lim  y — lim  a*  = x~  x = o. 

Ainsi , la  courbe  a pour  asymptote  l’axe  des  abscisses  y = o, 
dont  elle  s'approche  indéfiniment  du  côté  des  x négatifs. 
On  verra  de  même  que  la  logarithmique  x = «'  a pour 
asymptote  Taxe  des  y,  dont  elle  s’approche  indéfiniment  au- 
dessous  de  l’axe  des  x. 

La  cissoïde  y = y/ — — donne  y = oc  , lorsque  x = i 

ce  qui  montre  que  la  parallèle  à l’axe  des  y,  menée  à la 
distance  x—ir,  est  asymptote  à celle  courbe. 


La  concboïde 


^)'= 


mise  sous  la  forme  . 


( r1' — y2  ) ( c ■+■  y r i n 

,xs  = i — , donne  x = x pour  y = o.  l)on< 

l’axe  des  x ou  la  directrice  est  asymptote. 

L’équation  y = o sin  -»  écrite  sous  la  forint' 
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se  réduit  à y = o pour  x = oc  . Donc  la  courbe  a pour 

asymptote  1 axe  des  x. 

y y 3 y4 

L’équation  y’-cos-  ■>  ou  r * = i 1 — .... 

1 X J 2 X’  24  x 

donne  jy*  = 1 pour  x — 00  ; d’où  il  résulte  queda  courbe 

a pour  asymptotes  les  droites  y = -f-  1 , y — — 1 . 

201.  Mais  si  l’équation  proposée  est  algébrique  et  im- 
plicite, on  pourra  la  décomposer  en*diflërentes  fonctions 
homogènes,  et  l’écrire  sous  la  forme 

(5)  F (j)  *"+/(£)  + f (J)  + ■••  = <»• 

11  suflit,  pour  cela,  de  grouper  tous  les  termes  du  même 
degré  et  de  mettre  la  plus  haute  puissance  de  x que  renfer- 
mera chaque  groupe,  en  facteur  commun  des  différents 

termes  de  ce  groupe.  Remplaçant  - par  s,  et  divisant  par 
X"‘ , on  aura 

f’(J)  +/[*)-  -f~ ?(*)!— : -H  - ..=  fi. 
x %c 

Pour  x = 00  , s devient  k,  et  les  valeurs  limites  de  - sont 

X 

les  racines  réelles  de  l’équation 

(6)  ‘ F(A)=o. 

Il  reste  à déterminer  la  limite  / de  y — kx  = t.  Cette 
égalité  donne  ^ = A -I — ? et  eu  substituant  dans  l’équa- 
tion (5),  on  trouve 

F (*■*■*)  *" (* + i)  + ? (*  +*ï) 

Développons  chacun  des  coefficients  de  x d’après  la  for- 
mule de  Taylor  (64);  il  viendra,  eu  égard  à l’équation  (6), 


(7) 


t F'  (/  ) 

. +/W 


_F"(A) 

'/'(*) 

*(*) 


’ + O, 
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OU 


ïF'(/.)  + £F"w 

•+■  /(*)  -+-  //  ' (/•) 
• + ® (æ) 


En  faisant  X—  ac  dans  cette  dernière  équation , 

(Ira  sa  limite  l,  et  l'on  aura 

» 

/F'(rf) -+-'/(*)=.  o ; 

d’où 


- r»' 


altein- 


i°.  Tant  que  / (À)  et  F' (A)  auront  des  valetirs  finies 
difiérentes  de  zéro,  L équation  de  l’asymptote  sera 

/(*>. 


s»7(A) 


>■  rz  h X * 

' E (A) 

o,  sans  que  F' (A)  soit  nulle,  on  a 


• / ==  o, 

et  1 asymptote  passera  par  l'origine.  Ce  cas  arrive  lorsque 
le  degré  le  plus  élevé  des  fonctions  homogènes  dans  les- 
quelles on  aura  décomposé  l’équation  proposée  surpasse  de 
plus  d’une  unité  les  degrés  de  toutes  les  autres.  Les  équa- 
tions y = h.r , F(A)=o  montrent  que  l’équation  des 

asymptotes  est  encore 
•• 

F(ï)=°’  •rmF(ï)=0' 

Ainsi,  ccs  asymptotes  s’obtiendront  toutes  en  égalant  à zéro 
la  fonction  homogène  du  degré  ni. 

3°.  Si  F' (A)  = o,  f[h)  étant  quelconque,  on  aura 

l — co. 


et  alors  l’asymptote  s’éloignant  à une  distance  infinie,  dis- 
parait entièrement  j il  sera  donc  inutile  de  la  chercher. 
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4°.  Enfui , si  la  valeur  de  A , tirée  de  l’équation  F (A)  = o, 
satisïaisait  aux  équations  F' (A)  = o,  f(k)  = o,  la  for- 
mule (8)  deviendrait 


o 

o 


I.e  cas  actuel  suppose  que  F (A  ) — o ait  des  racines  égales. 
.Mais  alors  l’équation  (7)  se  réduit,  en  divisant  par  a?'"-1,  à 

^ F"  (*)  + </'(*).+ , (*)  = o; 

ce  (pii  donne,  pour  ,r=  oc  , 


(9) 


F"  (A)  -f-  If  (A)  + f J = o , 


de  sorte  qU'à  la  racine  multiple  de  F ( A ) = o correspondront 
deux  asymptotes  déterminées  par  l’équation  (9). 

O11  agirait  semblablement  si  la  valeur  particulière  de  A 
faisait  évanouir  les  trois  fonctions  F"(A),  f'(l'),  9 (A). 
Exemples . — Reprenons  l’équation 
y 1 — ; mx  — nx • — o . 

En  l’écrivant  sous  la  forme 


y v 

in  l-l  x — o. 


d’où 


m *> 

•.■'(S)-©’-  /(5)- 

F (A)  = A’  — n — o , A = y//. 


m ; 


/(A)  ---  — ni , F' (A)  : — 2 A = 2 y/ a 
et  la  formule  (8)  donnera 


Ainsi , l’équation  des  asymptotes  est 


comme  précédemment. 


/-  m 

x y n -t -=  j 

2 y 11 
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L 'équation  générale 


A y'1  H-  B xy  -(-  C x1  -t-  Djr  -+-  Ex  4-  F = o 


peut  s écrire 


| A (x)  -1"  b7  + c]'*"'-*-  (d~‘4_k)  x + f = 

d’où 

F(<)  = A k‘  -+-  B k -t-  C = o, 

F(*)=  îAI  + B,  /(A)  = D*  + K; 
et  il  vient,  pour  l’équation  des  asymptotes, 


y — kx 


DA  + E 
2 A k tH  B 


Les  valeurs  de  A,  déduites  de  l’équation  AA*  — BA  + C = o, 

f,  % 

savoir, 

, B zt  — 4 AC 

n étant  réelles  qu'autant  que  B*  — 4 AC  Oj  on  voit  que 
l’hyperbole  seule  est  pourvue  d’asymptotes,  et  qu’elle  en  a 
deux.  - ‘ 

En  mettant  l'équation 


A y"1  4-  B xy  -f-  Cx'1  ■=  G 


sous  la  forme 


. /(£)  = •.  4 (£)--“>  . 

et  l’équation  des  asymptotes  sera 


;)’+»(£) 


+■  (1  ~ A.y  B ry  -h  Cx'-—  iî,t 
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— Brtv'B'— 4At: 

i _ T -î ,r. 

2 A 


L’cqualion 


s écrira 


d'où 


B xy  -t-  Cx3  4-  ïiy  K.r  4-  F = o 

{ Bx  D)  y -t-  Cx3  4-  Ex  4-  F = o ; 

0 

Cx 3 -4-  Ex  -H  F . 


• Bx  4-  I) 

Posant  . . 

Bx  4-  D = o,  * 

ou  voit  que  la  courbe  a une  asymptote  parallèle  à 1 axe 

deS  y,  déterminée  par  la  valeur  x = — • Cet  axe  sera’  lui- 

mêine  l’asymptote  si  1)  = o.  Pareils  résultats  ont  lieu  par 
rapport  à l’axe  des  x.  •.  ' ■■ 

[,e  folium  de  Descartes,  dont  l’équation  est" 

• « 

xJ  4-  — 3 axy  — o , 

donne  , ‘ ^ 

d’où , pour  x ~ oc  , 

* f « 

K (/)  =ç  4-  i , F'  (À)  = 3 X3,  . 3at, 

et  l’équation  de  l’asymptote  rectiligne  sera 
,y  — x a. 

Enfin , ou  trouvera  que  la  courbe  représentée  par 
y*  • — 2 x-  y-  — x'  4-  5.  fixy*  — 5 <7,r;  — o 
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a pour  équation  de  scs  asymptotes, 

# • 

a (3  yV — 


)•  = kx  ■ 


«X 


>ù  / = y'  1 -t-  V',?-  ■ 


Asymptotes  considérées  comme  limites  des  tangentes. 

202.  Toûte  asymptote  à une  brartche  de  courbe  algé- 
brique peut  être  considérée  comme  étant  la  limite  des  tan- 
• gentes  à cette  branche. 

Soit  (or,  y)  = u — o une  équation  algébrique  du  de- 
gré m.  En  décomposant  le  polynôme  u en  fonctions  homo- 
gènes, ainsi  que;  précédemment,  on  aura 


(i 


o)  u = f(  - ) xn  -h  fl  ■-  ) X»-'  + ? ( \ -+• . . =0. 

' y \ JO  j \ JO  r 


L’équation  de  l’asymptote  non  parallèle  à l'axe  des  y sera 
de  la  forme 

y ~ kx  -t-  /, 

supposant 

• /■  =r  Uni  ^ et  l — lim  (y  — X.r)  . 

.Cela  posé,  nous  aurons 

du  du'  " • • 

-dx  + -dy  = o^ 


d’où 


dy 

d.r 


du 

djr 


Or  l’équation  (10)  donne 

£ = -.£  [r  (J  ) «-  • + /'  (*  ) + f (S  ) • ■ 

-t-  /«F  ^ j .r'"_l+(w — 1 )f  | — J ( m — 2)  <p 

• )-*r 
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dy 

dx  x 


iii  F ( - I x" 
x 


- I X” 


F(.î 

'j  + ('«  — 

0/1 

\X  J X 

F') 

;4)+/'i 

1 7 ) 

\ X ) 

, dy  r 
')  Tx=x- 


Pour  x = oc  , la  dernière  fraction  s’évanouit et  il  vient 

dx  x * 

ce  qui  montre , en  premier  lieu , que  la  direction  de  1 asymp- 
tote, à une  branche  de  courbe,  est  la  limite  de  celle  des 
tangentes  à la  même  branche. 

Si  l’on  mène  une  tangente  par  un  point  quelconque 
(.r,  y)  de  la  branche  en  question  , il  sera  facile  de  voir  que 
l’ordonnée  du. point  où  elle  coupera  Taxe  des  j"  est  exprimée 
dy 

par  y — x —•  Cherchons  la  limite  de  cette  valeur.  L’équa- 
tion (11)  donne 

A 

dy 


12)  r — x — — 
• dx- 


MX  Y | 

■>)/! 

(î)-H 

ni— 

-°h\ 

a 

!+••• 

F'j 

ëK1 

(y) 

) X j 

lj+/l 

(r) 

\ X J 

d’où 


. • «**(£)=—.«  [/(;)  +t(ï) 

ce  qui  transforme  l’équation  (12)  en 


dy 
X dx 


v(-)  +jr  (-)-  +?'(-) -■ 

\x  J \X  j X \X  J X 
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Passons’à  la  limite  en  faisant  x = x> , Si  la  fonction  / 
u est  pas  nulle,  ou  aura 

C’est  le  cas  où  la  branche  de  courbe  a une  asymptote.  Si 
/' ' = o , on  trouve 

lim  {Jr~x%)==°’ 

et  alors  l’asymptote  et  la  limite  des  tangentes  passeront 
par  l’origine.  On  voit  donc  qu'il  revient  au  même  de  cher- 
cher l'asymptote  à une  branche  infinie  de  courbe  algé- 
brique ou  de  chercher  la  tangente  dont  le  point  de  contact 
s’éloigne  à l’infini,  puisque  cette  tangente  est  évidemment 
la  limite  de  toutes  celles  qu  on  peut  mener  à la  même 
branche.  Cette  remarque  peut  faciliter,  dans  certains  cas, 
le  calcpl  des  asymptotes. 

On  a vu  (161)  que  l’équation  générale  de  la  tangente  an 
point  (£ , r)  de  la  courbe  u = ‘ji  (x,  y)  = o est 

(lu  , , du , 

Pour  en  déduire  l’équation  des  asymptotes,  il  faudra  y rem- 
placer y?  par  sa  valeur  y;  = <]>(£),  tirée  de  l’équation 

«)  = 


ensuite  faire 


ce  qui  donnera  toutes  les  asymptotes  qui  ne  coïncident  pas 
avec  l’axe  des  j , ou  ne  sont  point  parallèles  à cet  axe.  On 
obtiendra  ces  dernières,. s’il  en  existe,  en  mettant  dans  la 
môme  équation  la  v.aleu r £ =,/  ('/) ) dédui  le  de  ÿ ( £ , ■/;)  = <>, 
puis  faisant  » * 

ri  ~ nh  » , 

cl  ne  tenant  compte  que  .des  résultats  «pii  correspondent, 
aux  valeurs  finies  de  £. 
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Exemples.  — L’équation  des  courbes  du  second  degré 
y* — mx  — «i!  ==  o 

donne  pour  l'équation  de  la  tangente  à ces  mêmes  courbes 
an  (y — r.)  — (/»-*-  a «ç)  (.r  — Ç)  = o. 

Effectuant  les  multiplications  indiquées,  substituant  à la 
place  de  ri  sa  valeur  déduite  de  l’équation 

= /»  ï -+-  n Ça, 

et  réduisant,  il  viendra 


2 y -+-  «Ç1  — — (/»  + 2bç)x  — o. 

Divisons  maintenant  par  £ , et  nous  aurons 


qui  pour 


2 y 

g = oo  sc  réduit  à 

y = X \'n  -+ 


m -4-  [ — -4-  2«  ] .r, 


a y n 


aiqsi  qu'on  1 a déjà  trouvé. 

L’hyperbole 

a'-y'—b'x'-xz—n'b- 

m * 

a pour  équation  de  sa  tangente 

a1  y « — h’x  ç = — à ■ b7  ; 


mettant  à la  place  de  avî  sa  valeur  £ s/?1 — a % déduite  de 
l’équation 


— b*%*~  — a*  b\ 


on  trouve 


ou 


ny  \J%À  — — bx\  = — a7  b > 

' i T‘  ‘ a'b 

"’V"'?.  =_T’ 

et  en  faisant  £ ==  oo  , on  arrive  à l’cquation  des  asymptotes 

• , b 

±ây — bx  — o,  ou 
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Asy mpt.otes  curvilignes. 

■ < . . 

■203.  Pour  qu’une  courbe  y — F ( x ) ait  des  asymptotes 

«ç  curvilignes,  il  faut  que  le  développement  de  F (x)  ordonné 
suivant  les  puissances  descendantes  de  x renferme  des  expo- 
sants négatifs.  Soit 

y = A/ -H  BP...  + Kr+  Li“;+  M x~!’ . . . 
ce  développement.  Supposons  une  autre  courbe  ayant  pour 
équation 

y=  Ax*-t-  BxS.  . ,+  Rx! . 

11  est  clair  qu’à  mesure  que  x croîtra,  cette  seconde  courbe 
s'approchera  de  plus  eu  plus  de  la  première  puisque  la 

différence  — -f-  — • • • entre  les  deux  ordonnées  diminue  en 
x'  / 

même  temps  que  x augmente,  mais  sans  jamais  devenir 
nulle  tant  cjue  x n’est  pas  infinie.  Si  l’on  prend 

y — Axa-f-  15xe . . . -f-  K.x‘:  -J-  Lx~  ■*, 
qui  a un  terme  de  plus  que  l’équation  précédente , la  courbe 
représentée  par  celte  troisième  équation  approchera  plus 
de  la  première  courbe  que  ne  peut  le  faire  la  seconde 
courbe,  et  elle  sera  une  asymptote  plus  intime  que  ne  l’est 
la  seconde. 

Ainsi,  une  courbe  qui  s’étend  indéfiniment  a une  infi- 
nité d’asymptotes  qui  s’obtiennent  en  développant  la  fonc- 
tion F (.r)  en  série  descendante,  et  prenant  pour  ordonnées 
des  courbes  asymptotes  différentes  sommes  des  premiers 
termes  du  développement  jusqu’à  un  rang  quelconque  dont 
l’exposant  soit  négatif.  On  a aussi  les  asymptotes  rectili- 
gnes de  cette  manière. 

Exemples.  — L’équation 

• • 

y}  — mx  nxl 

donne  (108) 

m 1 nè 

~ 1 ■ 1 ■ 1 ■"  ~ | — -- — ■ ■ — — , 4 , 

8 x \j / ? iGx7  \!nb 

22 


, .f  ' r ni 

y — {mx  riæ7)  ~ .r  H -=. 

2\ In 
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Si  l’on  no  conserve  que  les  ileux  premiers  termes  do  ce  dé- 
veloppement, on  a 

y = x y n 4- 


2 V 


/« 


pour  l’équation  de  l’asymptote  rectiligne. 

On  a de  même 

b , , b / «’  n'  ‘ \ 


ta' ab 

. ~~~  ■ 
rt  2 a: 


En  se  bornant  au  premier  terme  de  ce  résultat,  il  vient 


b 

: — x 
a 


pour  l’équation  des  droites  asymptotes  de  l’hyperbole  rap- 
portée à ses  axes  principaux;  elles  passent  par  le  centre,  et 
la  courbe  ne  saurait  en  avoir  d’autres. 

Eniln,  de  l’équation 

y'  — 2 x'y'1  — x'  -4-  2 a.ry'>  — 5 ax 3 = o 

on  a déduit  (109) 

a(  3 2 — 4) 

(«)  • y=px-\ h A*  ' + ..., 

p désignant  \/ 1 -+-  \jz.  D’où  il  résulte  que  la  courbe  a pour 
ses  asymptotes  rectilignes 

y = ziz  px  :+: 

Si  l’on  prend  les  trois  termes  du  second  membre  de  l’cqua- 
lion  (a) , on  trouve  une  branche  d’byperbole  qui  se  rap- 
proche de  la  courbe  proposée  bien  plus  que  les  asymptotes 
rectilignes  précédentes. 

• * , 

Concavité  cl  convexité  des  courbes  planes. 

» * 4 R 

204.  Une  courbe  est  dite  concave  en  un  de  ses  points, 
par  rapport  à une  droite  donnée,  lorsque,  à partir  de  ce 
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point,  ses  deux  branches  commencent  par  cire  comprises 
dans  l'angle  aigu  formé  par  la  droite  donnée  et  la  tangente 
à la  courbe  au  point  que  l’ou  considère.  Lorsque,  au  con- 
traire, les  deux  branches  commencent  par  être  en  dehors 
de, cet  angle,  on  dit  que  la  courbe  est  convexe  en  ce  point 
par  rapport  à la  droite. 

Soit  mené  une  tangente  au  point ‘(x,  y)  de  la  courbe 
y __  p (,r) . Les  ordonnées  de  cette  courbe  et  de  sa  tangente 
correspondantes  à la  même  abscisse  x -+-  h seront  exprimées 
par 

F (.r)  h F'  ( x ) H F"  (x)  ...  -) F^"Hx  -t-  0 h ) 

' I . P.  1.2...»  ' 


et  par 


F(x)  -f-  h F'  (x), 


les  fonctions  F'(.r),  F"  (.r),  . . .,  n’étant  ni  milles  ni  infi- 
nies. Nous  aurons,  pour  la  différence  entre  ces  deux  or- 
données . 


— F"  (a:  J 5r(x.)  ...  H 

! . 2 ' I . 2 . 3 1.2 


h" 


!•’<">(  £ -y  0). 


Or  on  peut  prendre  h assez  petit  pour  que  le  premier  terme 
de  cette  différence  surpasse  la  somme  de  tous  les  autres. 

h}  , 

■Alors  ô sera  positive  si  le  terme  — - F"  (x)  est  positif,  et 

cela  aura  lieu  aussi  pour  les  ordonnées  correspondantes  à 
l’abscisse  x — 4,  c’est-à-dire  de  part  et  d'autre  du  point 

/,j 

(x  . y).  Mais  le  signe  de  — - V"  (x)  est  le  même  que  celui1 

à’ 

de  F"  (x) , puisque  le  facteur  — - est  essentiellement  po- 
sitif. Donc,  entre  les  abscisses  x et  x-f- h , ainsi  qu’entre  les 
abscisses  x et  x — h,  la  différence  o sera  de  même  signe 
que  F"  (x)  = y".  De  plus,  il  est  clair  que  la  quanlitéd 
sera  positive  ou  négative,  suivant  que  la  courbe  s’étendra 
au-dessus  ou  au-dessous  de  sa  tangente , dans  le  voisinage 
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du  point  {.r,  y),  c’est-à-dire  suivant  qu'elle  sera  convexe 
ou  concave  par  rapport  à Taxe  des  x.  De  là  il  résulte  que  : 
i°  si  y.  et  y"  sont  positives,  la  courbe  tourne  sa  convexité 
vers  l'axe  des  abscisses;  2°  si  y est  positive  et  y"  négative, 
la  courbe  sera  Concave  envers  l’axe  des  a:;  3°  si  y est  néga- 
tive et  y"  positive,  la  courbe  sera  concave  par  rapport  à 
Taxe  des  X\  4"  si  y et  y"  sont  l une  et  l'autre  négatives , 
la  courbe  sera  convexe  par  rapport  au  même  axe.  Ainsi . 
en  d'autres  termes,  la  courbe  sera  convexe  ou  concave  vers 
l’axe  des  x , suivant  que  y et  y"  seront  de  même  signe  ou 
de  signes  différents. 

Si  y"  = o , il  faudra  que  y'"  = o pour  (pie  la  courbe  soi; 
d'un  même  côté  de  sa  tangente,  aux  environs  du  point 
(,r,  y) , et  elle  sera  convexe  on  concave  selon  que  le  pro- 
duit yy ,T  sera  positif  ou  négatif.  Ainsi  de  suite. 

Exemples.  — La  logarithmique  y = Ix  donne 


r — - » y 

X 


1 

.r» 


ainsi  cette  courbe  est  concave  vers  l'axe  des  x. 

La  logarithmique^  = n’,  de  laquelle  résulte  y ' : 
> " = (/a)’  a* , est  convexe  vers  l’axe  des  x. 

La  courbe  y = sin  .r,  pour  laquelle 

y'  — cos  .r,  y"  = — sin  r, 

est  concave  vers  l’axe  des  x. 

La  cvcloïdè 


d’où 


r'~  v/j-1’ 


_ j”==  — y.r  < o; 
donc  la  courbe  est  concave  vers  sa  base. 
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* . 1 V-  ' 

Contact  des  courbes  planes. 

205.  Soient  _j'  = F(x)-,  y~/'[x)  les  équations  de 
deux  courbes  rapportées  aux  mêmes  axes  rectangulaires. 
Supposons  que  ces  courbes  aient  un  point  commun  (£ , n). 
En  faisant  ,r  = | -t-  h,  ou  aura  pour  les  ordonnées  corres- 
pondantes à cette  nouvelle  abscisse, 

F(Ç+A)=F(Ç)+AF'(Ç)+— F"®-»-.  ..-t — »(?+•*),'  " 

■ . 1.2  • Î,v2  . ..  .n  *»  . 

/(5+/.)=/(5)W/(5)+^/75)+--.+7T^/“(§+0A)- 

A cause  du  point  commun  relatif  à l’abscisse  £,  les  deux 
premiers  termes  F (?) ,/ (?)  de  ces  développements  seront 
égaux}  et  la  distance  entre  les  points  des  deux  courbes 
Correspondants  à l’abscisse  ç -t-  /i  sera  d’autant  plus  pe- 
tite, et  par ‘conséquent  ces  courbes  se  rapprocheront  d’au- 
tant plus  l’une  de  l’autre,  qu’il  y aura  un  plus  grand 
nombre  de  tenues  égaux  dans  les  seconds  membres  des 
équations  précédentes.  Si , outre  l’égalité  F (£)  = _/(?),  on 
a encore  F'  (?)  — J'  (£) , les  deux  courbes  auront  une  tan- 
gente commune  au  point  ( ? , r,).  On  dit  alors  qu’elles  se 
louchent , et  leur  point  de  contact  est  du  premier  ordre. 

11  est  certain,  dans  celle  circonstance,  qu’aucune  autre 
ligne  y = ÿ(jr) , ayant  aussi  avec  les  deux  courbes  y=F  (.r), 
r =/(*),  1 e même  point  commun  (£ , x),  11e  pourra  passer 
entre  ces  dernières  si  l’on  n’a  pas  également 

?'  (ï)  = F'  (?)=/'  («)■ 

En  elfct,  la  distance  entre  les  points  des  deux  courbes 
y — F (.r) , y =J'(x) , qui  répondent  à l’abscisse  ? H—  // , 
peut  s'exprimer  par 

[F"(Ç  + 0/.)-/''(Ç  + 6A)j~ 
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D'autre  part,  en  supposant  que  les  dérivées  F'  (£),  cp'  (£) 
ne  soient  pas  égales,  la  distance  entre  les  points  des  deux 
courbes  y = F (.ï) , y — y {x)  <jui  répondent  à l’abscisse 
£ -+-  h , sera 

[F'(ç  + «*)'— f(5  + 0A)]*. 

Or  ou  peut  prendre  h assez  petit  pour  que  la  seconde  ex- 
pression devienne  plus  grande  que  la  première.  Donc  la 
courbe  y =:  c (,r ) ne  passe  pas  entre  les  courbes/  = F (a:), 
y =f(x) , pour  lesquelles  on  a 

F'(Ç)  =/'(?). 

Eu  général,  s’il  arrive  qu’à  l’égard  de  deux  courbes 
y =-F  (x),  y =f(x ),  on  ait  tout  à la  fois  pour  l’abscisse  £ , 

F (?)=/(«),  F'  (?)=/'(?), 

F "(5)  F»(?)^/*(Ç), 

auquel  cas  on  dit  que  ces  courbes  ont  un  contact  ou  une 
osculation  de  l’ordre  n , aucune  autre  courbe  y — y (x) , 
ayant  avec  les  précédentes  le  mémo  point  commun  (£,  >;) , 
11e  pourra  passer  entre  celles-ci  à moins  que  les  n pre- 
mières dérivées  de  la  fonction  çp  (x)  11e  soient  égales  aux  n 
premières  dérivées  de  la  fonction  F ( x ) pour  l’abscisse  £ 
dont  il  s’agit.  D’où  l’on  voit  que  deux  courbes  se  rappro- 
chent d’autant  plus  l’une  de  l’autre,  que  l’ordre  de  leur 
contact  est  plus  élevé , ou  qu’elles  ont  un  plus  grand  nombre 
de  dérivées  égales  pour  l’abscisse  du  point  commun.  • 

200.  Une  courbe  quelconque  ne  saurait  être  coupée  par 
son  osculatrice  du  premier,  du  troisième , du  cinquième 
ordre  ; mais  elle  doit  l’être  par  ses  oseulatricos  du  deuxième, 
du  quatrième,  du  sixième  ordre.  En  ellel,  dans  le  premier 
cas , la  différence  des  ordonnées  , dans  le  voisinage  du  point 
commun,  a pour  facteur  h’,  h1 . etc.,  et  ne  saurait  changer 
de  signe  avec  //.  Mais  dans  le  second  cas,  la  dillerencc  des 
ordonnées  voisines  du  rontactcslun  multiple.  dc//s,Zis.  etc., 
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et  change  de  signe  avec  h.  Donc  deux  courbes  se  coupent 
ou  ne  se  coupent  pas.  en  même  temps  qu’elles  se  louchent, 
suivant  que  leur  contact  est  d'un  ordre  pair  ou  d’un  ordre 
impair.  C’est  ainsi  qu’une  tangente  rectiligne  n’ayant  avec 
une  courbe  qu’un  contact  d’ordre  impair,  doit  se  trouver 
tout  entière  d'un  côté  de  la  courbe. 

207.  Etant  donnée  la  courbe  y — F (x) , entièrement 
déterminée  de  forme  et  de  position , soit 

4 y =/(•*,  ",  *,••■) 

une  autre  courbe  qui,  sans  changer  de  nature,  peut  varier 
de  position  et  de  dimensions.  On  pourra  disposer  des  n 
constantes  qui  entrent  dans  cette  seconde  équation , de  ma- 
nière qu’elle  soit  satisfaite,  ainsi  que  ses  dérivées  jusques  et 
compris  l’ordre  n — i,  par  les  valeurs  de  Ç,  >3 , V,  n", . . . , 
>j“— 1 , relatives  au  point  de  la  première  courbe  où  l’on  veut 
établir  le  contact.  Déterminées  de  la  sorte,  les  constantes 
<z,  b , c,  etc.,  donneront  à la  seconde  courbe,  au  point  (£,  v;) 
de  la  première . un  contact  de  l’ordre  n — 1 . 

1 

208.  Les  lignes  paraboliques  peuvent  se  mettre  d’une 
manière  fort  simple  en  contact  avec  une  courbe  donnée. 
Proposous-nous,  par  exemple,  d’établir  un  contact  du  troi- 
sième ordre  entre  la  courbe 

\ « 

(0  * -r  = F(*) 

et  la  courbe  parabolique 

» « 

(2)  y = /(j)  = A + Bx-t-  Cj’+  Dt1, 

les  coefficients  A,  H,  C,  1)  étant  des  constantes  indétermi- 
nées. Soient  toujours  (?,  n)  les  coordonnées  du  point  de  la 
courbe  y — F (-r)  où  doit  avoir  lieu  le  contact  en  question- 
Je  développe  f(x)  par  la  formule,  de  Taylor,  après  avoir 
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écrit  \ -+-  (.r  — £ ) au  lieu  de  x . ce  qui  donnera 

y = f[\  4-  ( x - S)]  = /(E)  -t-  ^ (.r -EL 

l’/u)  ;■*-?)••  , rf*/(&)  (•*•- çr  • 

f/Ë=  2 f/|3  2.3 

Or,  pour  que  le  contact  soit  du  troisième  ordre,  il  faudra 

i r • rf/"j  E)  d2f[\ ;)  rf3/"(ç) 

que  les  tondions  — — r— G — - soient  respective- 

* . «E  «E  1 

ment  égales  aux  valeurs  r,.  ~ -,  i déduites  de  l’é- 

«E  1 

quation  (i)  lorsqu’on  y fait  x = ?.  Ainsi  l’équation  clier- 
chée  sera 


(3) 


</!a  (x — )’  rt3»  (.r  — E)3 

jr  — n = — (jt  — Ç +TiT  1 ^ i 5-^- 

tl\  ' rfÇ*  2 rfE  a . 3 


Si , en  effet , on  élimine  les  quantités  A , B , C , I.)  entre  les 
équations 

(lr  . 

u - — A -4-  B ' -f-  C c 1 -4-  I)  Ei  t “ — B -4-  2 G E 4"  3 D ç3, 

<l\ 

_ ■ d7  ti  ^ diri  T ; 

-^2C  + 6DE,  rfT=bD, 

ce  qui  est  facile  ên  remontant  de  la  dernière  à la  première  ; 
et  si  ensuite  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  1 équation  (a), 
on  retrouvera  l’équation  (3). 

209.  La  parabole  ordinaire 

r = A 4-  B .r  -4-  Cj’ 


peut  avoir  avec  une  courbe  quelconque  un  contact  du  se- 
cond ordre,  et 


y — * 


* + dl2  •> 


<11 


sera  l’équation  de  la  parabole  osculalrlce  qui  a ce  contact 
au  point  (£,>;).  Aucune  autre  parabole  du  second  degré 


^ • . 
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ne  pourra  passer  entre  la  précédente  et  la  courbe  pro- 
posée. 

Enfin 


dn . 


sera  l'équation  d’une  droite  qui  touche  la  courbe  y — F (a') 
au  point  pour  lequel  x = £ , y — * , et  aucune  autre  droite 
menée  par  le  point  de  contact  ne  peut  passer  entre  la 
courbe  et  sa  tangente  qu’on  vient  de  déterminer. 

Lc'cercle  est  la  courbe  qu’on  met  le  plus  souvent  en 
contact  avec  une  courbe  donnée,  soit  parce  que  la  circon- 
férence est  de  toutes  les  courbes  la  plus  facile  à décrire, 
soit  parce  que  cette  ligne  est  plus  propre  qu’une  autre  à 
donner  l’idée  de  la  courbure  d’une  courbe  proposée.  L’é- 
quation générale  de  la  circonférence  ayant  trois  constantes 
arbitraires,  savoir,  les,  deux  coordonnées  du  centre  et  le 
rayon,  il  s’ensuit  que  cette  courbe  est  susceptible  d’a- 
voir un  contact  du  second  ordre  avec  une  courbe  quel- 
conque, et  qu’elle  ne  saurait  en  avoir  un  plus  intime.  On 
nomme  cercle,  oscillateur  celui  qui  a un  tel  contact  avec  une 
courbe.  ■ 

210.  Etant  donnée  la  courbe  y = F ( x ) , soit  proposé 
de  déterminer  son  cercle  osculateur  au  point  (£,'vj).  Nous 
avons 

(>■—  .e)’.-t- (*  — *Y  = p' 

pour  l’équation  la  plus  générale  du  cercle  rapporté  à des 
coordonnées  rectangulaires,  a et  ê étant  celles  du  centre 
et  p le  rayon.  Ses  deux  dérivées  successives  seront 


t.r-s) 


f (r 

dx 


— (7  — 3) 


..(P  Y dy 

fj  __ L y-  + , = o. 


dx‘  dx1 


Pour  que  ces  trois  équations  soient  vérifiées  par  les  valeurs 
| , >7,^5  qui  appartiennent  au  point  {£ . r)  de  la  courbe 
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c.hat»itre  quatrième. 

proposée , 

il  sullira  d’écrire 

(«) 

(»  — 6)*+(Ç  — «)»  = r\ 

(*)'. 

■("  — 6)^  + s — * = °» 

(0  * 

(»,-C)— 4-— + '_o 

De  cette  dernière  équation  l’on  déduit 


ï ~h 


(rf) 


*-6: 


•IV 


d7r, 

lv 


Portant  cette  valeur  dans  l’équation  (/>) , il  vient 

dn  t rf»!\ 
d%  V+dÇ7 


(•) 


5 - * = 


d‘r, 

dV 


Enfin , mettant  pour  r,  — 6 , £ — a , leurs  expressions  pré- 
cédentes dans  l’équation  (u) , on  trouve 


(/) 


V + dv) 

I—  \ ( \ *»  / . 


cette  valeur  se  change  en 
{g)  ? = ■ 


dr, 

dV 

K5 

ÆT 

rfp 


si  l’on  met  à la  place  de  ( i -f-  --^-  V son  égale  ^ donnée  par 
lu  formule  (4)  du  n°  199. 

Remarquons,  de  plus,  que  l’équation  de  la  normale  me- 
née par  le  point  (£,  k),  savoir  / 


, iln  ' 

.Lf  — *)dï~i~X~~  ’ = °’ 
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sc  trouve  satisfaite,  d’après  l équation  (b),  lorsqu’on  y fait 
x — a , y — g ; 

d’où  il  suit  que  le  centre  du  cercle  oscillateur  est  situé  sur 
la  normale. 

Le  cercle  oscillateur  ayant  avec  la  courbe  un  contact  du 
second  ordre,  et  par  conséquent  d’ordre  pair,  doit  couper 
ou  traverser  la  courbe,  ou,  en  d’autres  termes,  passer  au- 
dessus  et  au-dessous  de  la  courbe  qu’il  touche. 

Dans  le  cas  où  l'on  ne  voudrait  donner  à un  cercle  qu’un 
contact  du  premier  ordre  au  point  (?,  r,)  d’une  courbe,  il 
suffirait  de  poser  les  deux  équations  (a)  et  (6);  elles  in- 
diquent une  circonférence  dont  le  centre  est  sur  la  normale 
et  ayant  même  tangente  que  la  courbe  proposée. 


Nous  désignerons,  à l’avenir,  par  (x,  y)  les  coordonnées 
du  point  où  la  courbe  est  touchée  par  le  cercle  osculatcur. 
Alors  les  équations  (e) , (r/),  (f)^  (g)  deviennent 


t * , - * V 
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ou,  d’après  la  notation  do  Lagrange, 

/ trv  ■■  r'('-+-v'') 

(5)  .1  — x = — - , 

,T>)  y — 6=  — 


/■ 


P = — • 


(8) 


Ns 

\r'x" 


)l  osl  visible  que  or  — a,  y — S représentent  les  projec- 
tions du  rayon  p sur  Taxe  des  x et  sur  l’axe  des  y.  Le  signe 
de  ces  quantités  indique  de  quel  côté  de  la  courbe  le  centre 
du  cercle  osculateur  doit  être  placé  sur  la  normale.  L’équa- 
tion (2)  fait  voir,  en  particulier,  que  y — £ doit  être  dé 
signe  contraire  à y".  Ainsi,  lorsque  >"  est  positive,  c’est- 
à-dire  quand  la  courbe  est  convexe  vers  l’axe  des  x,  y — c 
est  négative,  ou  j<^c;  et  lorsque^"  o , ce  qui  arrive 
quand  la  courbe  est  concave  vers  l’axe  des  x,  011  a 6. 
De  sorte  que  le  centre  du  cercle  osculateur  se  trouve  situé 
du  côté  de  la  concavité  de  la  courbe.  H faudra  donc,  pour 
que  p soit  toujours  une  quantité  positive,  prendre  le  second 
membre  des  équations  (3),  (4),  (7),(8)aveclesigne — ,ouavcc 
le  signe  suivant  que  la  dérivée  y"  sera  négative  ou  po- 
sitive; ou,  ce  qui  revient  au  même,  suivant  que  la  courbe 
proposée  sera  concave  ou  convexe  par  rapport  à l’axe  des  x. 

21 1 . Si  l’équation  de  la  courbe  a la  forme-implicite 
u z=  F (.r , y ) —o, 

011  trouvera,  en  substituant  à la  place  de  y"  dans  les 
formules  (5) , (6) , (7) , les  expressions  (7)  et  (8) , page  43  : 


(9) 


x — a = 


- •’ 

du  r 

dx  J 

ii’-lg] 

/ du 

. ' d'u 

du  du  (l*  u 

1 1 1 

fi la\ 

\\d-u. 

XQ* 

) üïj?  ~ 

dx  dv  dx  dy 

1 ~dp 

Digitized  by  Google 
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(iü)  y — 6 


(«>) 


du  I 

<h  L 

r+i 

(DI 

(î) 

2 d'u 
' dx2 

du  du  d' u 
2 -+- 
dx  dy  dx  dy 

/ du  \ ’ d2  u 
^ dx  ) dy2 

du  \ 2 d2  U du  du  d'u 
dy  J dx2  dx  dy  dx  dy 


du\ 2 d2  u 
dx)  dy 2 


Ces  expressions  deviennent  plus  simples  lorsque  la  fonc- 
tion u se  compose  de  deux  parties , dont  l’une  ne  renferme 
que  la  variable  ,r,  et  l’autre  la  seule  variable  y.  car  alors 

/■/*  « 
dx  dy 

Applications.  — I.  On  demande  le  rayon  du  cercle  oscil- 
lateur des  courbes  du  second  degré  renfermées  dans  l'équa- 
tion générale 

y2  =z  2 px  -h  r/x2,  i 

l’origine  des  coordonnées  étant  au  sommet  cl  > p étant  le 
paramètre. 

On  a successivement 


y y = p + qx,  y2  y' 


f y" 


p'r 

v’ 


/>  + </y 

■■  r'y"  = 


et  la  formule  (8),  n” 210,  donnera 

P==/?: 

d’ott  l’on  voit  que  le  rayon  du  cercle  oscillateur  de  chacune 
des  trois  courbes  du  second  degré  est  égal  au  cube  de  la 
normale  divisé  par  le  carré  du  demi-paramètre . 

Si  dans 


N 


y («  + x'r, 
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on  met  pour  y1'  sa  valeur  — -+-  y,  il  viendra 

y 

rj  — [ -*-(*  + ?)  J"1]1  _ [/?,  + (1  + 7)  (apx  + yx5)]5  _ . 

P ’ P7 

C’est  l’expression  de  p en  fonction  de  l’abscisse. 

Au  sommet  où  x = o , on  a p — p-,  ainsi , en  ce  point , 
le  rayon  du  cercle  osculateur  est  égal , dans  les  trois  courbes, 
à la  moitié  du  paramètre. 

Si  l’on  traite  à part  le  cas  de  la  parabole  y*  — 2 px , on 
obtiendra 

r’-d,  r"=  — A. 

J y'  ‘ A 

Les  formules  (7),  (5),  (6)  donneront 


=ü£î+££= e=_î£;. 

p‘  ■ \ p ! ■ ■ p 

En  posant  ' 

y1  — y.px  — a = o, 

les  formules  (9),  (10),  (u)  conduiront  aux  mêmes  ré- 
sultats. 

II.  L’ellipse 

, , du  du 

n1  r2  -h  IP x‘  ■ — a1b1  = u — o,  — = 2t»,x,  = 2 n’y, 

dx  dy 


d-u  (Pu  d1  u 

— — — = 0,  — — = 2 0',  — — = 2 fl5, 
dxdy  dx'1  dy1 


cl  les  formules  (y),  (10),  (11)  deviennent 

(a1  — b1)  ( b 5 — o5)  (b'x'  + a'y1)1 

Cl  = X3  v -,  Z — Y3- ; P= nA-2-’ 

nx  J /j*  ‘ n * 


A l’extrémité  du  grand  axe,  p — — , le  rayon  du  cercle  os- 
culateur est  la  moitié  du  paramètre.  A l’extrémité  du  petit 
axg,  p — —■  Pour  l’-hyperbole,  il  sullît  de  changer  le  signe 
de  b-. 
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III.  La  cycloïde 


=vf- 


Ij 


d’où 


■y  — y — y =■— p*  yy  = - ry, 
on  a aussi 

/'  y = 2.  r — y,  îr  = /(i+/’),  “’T ' +>'’)  i 

partant 

y\r"  = — -î/M'  + /’)•=  — ïN’i 
et  la  formule  (8)  se  réduit  à 

p = 2N. 

Donc,  dans  la  cycloïde , le.  rayon  du  cercle  oscillateur  est 
double  de  la  normale;  il  s’ensuit  qu’au  sommet  de  la 
courbe  ce  rayon  devient  égal  au  double  du  diamètre  du 
générateur.  Les  formules  (i)  et  (2)  donnent,  en  outre, 


x + i\lx(?r—ÿ),  8 = — y. 


Si,  dans  l’expression  de  la  normale  N =y  V" 011 

met  pour  y'*  sa  valeur  — j donnée  par  l’équation  de 

la  cycloïde,  il  viendra 

N = \j2  ry  ; ■ d’où  p — 2 y/2  ry. 

On  a vu  (149)  que 

d'ailleurs 


y = r ( 1 — cos  0 ) ; 


1 — cos  9—2  sin’  - ; 

2 


ainsi 


/ • v 
» ~ 4 r sin  - > 

• . ' 2 ‘ 

équation  remarquable  par  sa  simplicité. 
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Puisque  •(f5«{) 

Us  / Uy- \7 

s = i 

on  peut  écrire  les  formules  (i),  (2),  (3)  de  la  manière 
suivante  : • . 

fèy r • 


'Il  , _ g _ _ \<!x)  b _ __ 

Ux  il7  y ’ d'  y ‘ d1y 

dx‘  dx‘  dx‘ 


Courbure  des  lignes  planes. 

212.  Si  deux  cercles  touchent  une  droite  en  un  même 
point,  et  du  môme  côté,  il  est  visible  que  la  plus  grande 
circonférence  approche  davantage  de  la  tangente  commune 
que  n'e  le  fait  la  plus  petite  circonférence.  Donc  la  cour- 
bure de  la  circonférence  dont  le  rayon  est  plus  grand  est 
moindre  que  la  courbure  de  la  circonférence  dont  le  rayon 
est  plus  petit;  ou,  en  d'autres  termes,  la  courbure  d’une 
circonférence  augmente  ou  diminue  eu  même  temps  que 

le  rapport  -■>  r étant  le  rayon.  Nous  pouvons  donc  prendre 

ce  rapport  pour  la  mesure  de  la  courbure  du  cercle. 

Soit  menée  la  tangente  MT  par  un  point  quelconque 
M (x,  y)  de  la  circonférence;  comptons  les  arcs  à partir 
d’un  point  fixe  F,  et  posons 

angle  M /X  = r,  are  FM  = s ; 

enliu,  désignons  par  dx,  dy,  3t,  âs  les  accroissements 
que  prennent  les  différentes  variables,  quand  on  passe  du 
point  M au  point  (x  4-  à x,  y ■ -4-  ây),  voisin  du  point  M, 
ou  assez  rapproché  pour  que  r croisse  ou  décroisse  tou- 
jours dans  l’intervalle  de  x à x-f-dx.  Si  l'on  mène  la 
tangente  M'T'  et  les  rayons  CM , CM',  on  aura  évidem- 
ment > 

arc  MM'  = S s,  TNT'  = MCM'  = 6t , 
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car  l’angle  des  deux  tangentes  et  l’angle  au  centre  ont,  l’un 
ci  l’autre,, le  même  angle  MNM'  pour  supplément;  et, 
puisque  les  arcs  sont  proportionnels  aux  rayons,  il  vient  • 


Supposons  maintenant  que  le  point  M'  s'approche  indéti- 

St  **  * 

nijnent  du  point  M;  le  rapport  — convergera , vers  une  li- 

• * • • 

mite  déterminée  et  finie  v » et  nous  trouverons 
’ds 

• * I ..  iîr  dz 

— =:  lim  — — — • 

‘ » r os  ds 

« , 

L’angle  fl t,  compris  entre  les  deux  tangentes  menées  aux 
extrémités  d’un  arc  de  courbe  infiniment  petit  ds,  s’appelle 
1 angle  de  contingence.  On  peut  donc  dire  que  la  cour- 
bure du  cercle , mesurée  pat-  ^ » est  égale  l’angle  de  con- 
tingence divisé  par  l’élément  de  l’arc. 

Les  quantités  d r,  ds  sont  de  même  signe  lorsque  l’arc  s 
et  l'inclinaison  r de  la  tangente  croissent  et  décroissent 
ensemble;  elles  sont  de  signes  différents  dans  le  cas  con- 
traire. Ainsi,  en  écrivant  * 

i . dz 


ds 


a3 
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on  prendra  le  rapport  ~ avec  le  signe 


dans  le  premier 


cas,  et  avec  le  signe  — * dans  le  second  cas,  la  cour- 
bure cherchée  devant  être  une  quantité  essentiellement 
positive.  « 


213.  L’anglè  de  contingence  dx  d’une  courbe  algé- 
brique est  une  fonction  de  x facile  à déterminer  ; car 
on  a • . 


rfy,  / * rfy  \ 

tang  r = — - , T-arc^tang  = -j; 

d’où  (89,  5°) 


dx 

dx 


d'y 

dx7 


d x — 


d'y 

dx7 


dx 


l-t- 


dx7 


.1-4- 


dy7  ' 
dx 7 


214.  De  tous  les  çcrcîes  tangantsâ  une  courbe,  au  même 
point,  et  placés  dans  la  concavité  de  celle-ci , il  en  est  un 
qui  approche,  plus  de  cette  courbe  que  tous  les  autres.  Ce 
cêrcle-1  imite , dont  la  courbure  constante  est  la  même  que 
celle  de  la  courbe  au  point  où  il  coïncide  avec  elle,  se 
nomme,  par  celte  raison,  cercle  de  courbure.  Son  centre 
et  son  rayon  s’appellent  le  centre  et  le  rayon  de  courbure. 

En  désignant  ce  rayon  par  p,  on  a l’égalité-  dont 

chaque  membre  exprime  également  la  mesure  de  la  cour- 
bure de  la  courbe  au  point  que  l'on  considère. 

* • * 

« • 

215.  Si  l’on  substitue  dans  f équation  précédente,  à la 
place  de  dx  et- de  ds,"  leurs  valeurs  en  fonction  de  x,  il 
viendra 

..  rpy  . 

i . dx7 


Digitized  by  Google 


APPLICATION S GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL..  355 

d'où 

J 

T 


a y 

(U f« 


Ainsi  le  cercle  de  courbure  ne  diffère  pas  du  cercle  oscu- 
lateur.  * “ 1 . 

216.  Soient  MC  la  normale  au  point  quelconque  M (.r,  y) 
de  la  courbe  AMB,  M'C  une  normale  très-voisine  qui  ren- 
contre la  première  en  C.  Si  l’on  joint  la  corde  MM',  le 
triangle  CMM'  donnera 

Aie  : MM'  ::  sinMM'C  : sinC. 


Or,  puisque  le  point  M'  est  très-proche  du  point  M, 
l’angle  MM'C  est  sensiblement  droit  et  peut  être  ex- 


primé par  - -y-  s , s étant  une  quantité  très-petite  et  qui 

s’évanouit  avec  d.r.  Comme  l’angle  C = dr,  et  la  corde 
MM'=  y/dx* -f-  ôys,  on  aura 


f3 1 


MC  = 


£/!.sin  ^ -t-  s j 
sin  <ît 


A la  limité,  il  viendra 

^Sx1  + Sy1  = ds,  sin  | ^ H-  i j = i,  sin  iît  =:  tèr  ; 

donc  * 

. ds 

lini  A1C  — 5 

d t • • 


c’est  la  valeur;  du  rayon  de  courbure  au -point  M;  et  l’on 
voit  que  le  centre  de  courbure  en  ùn  point  quelconque  est 
la  limite  du  point  de  rencontre  de  la  normale  en  ce  point 
avec  la  normale  infiniment  voisine.  . 


23. 
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21  7.  f.e  triangle  H, MM'  donne 

* • „ 
sin  M : sin  II  ::  m;h  : MM'- . 

• X " 

Or,  dx  désignant  l’accroissement  très-petit’ de  x , on  aura  • 
HM'=HP-PM 

dx  ' <lx2  a 
dy  , \ ' d7y  Sx 1 

^ + •• 
i , / , 'i7‘ 

s,nH=_7==^’ 

v * + 1?  . 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  proportion  précédente,  il, 
vient 


nis  M =, 


y/ 


i -+- 


/ tl'y  Sx1  \ 

~ÿyt  \ d.l‘  2 ’ ’ / ,!i  ». 

Sx 7 


e/3  )'  iî,r 
r/x3'  2 


i + 


'JV' 
'î  j;‘ 


Passant  à la  limite,  il  faudra  remplacer  le  sinus  par  l’arc, 
et  borner  le  numérateur  à son  premier  terme,  cc  qui  don- 
nera 

d7y'd.r 
tlx'1  2 d- 


M = 


dy'  » 

t + d7> 


D’oiï  l’on  voit  que  l’angle  formé  par  une  cordc  infiniment 
petite  et  la  tangente  à l’une  de  ses  extrémités  peut  être 
considéré  comme  la  moitié  de  l’angle  de  contingence.  Il 
s’ensuit  que  le  rapport  des  angles  M,  M'  du  triangle 
MNM'  a l’unité  pour  limite.  A l’égard  de  la  circonférence, 
il  est  manifeste  que  les  angles  M,  M'  du  triangle  MNM' 
sont  rigoureusement  égaux  entre  eux  , et  que  chacun  est  la 
moitié  de  l’angle  TNT'  formé  par  les  tangentes  extrêmes. 
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218.  Si  par  trois  points  .\J  , M V M"  de  la  courbe  on  fait 
passer  une  circonférence , le  cercle  auquel  on  arrive  lorsque 
les  points  M',  M"  viennent  à coïncider  avec  le  point  M, 
demeuré  lixe,  sefa  la  limite  de  tous  les  autres,  comme  la 
tangente  est  la  limite  de-  toutes  les 'sécantes.  Or  ce  cercle 
lifhrte  n’èst  autre  chose  que  le  çercle  de  eourbure.  En 
effet',  soient  MT,  M'L,  NM"  les  tangentes  à la  courbe  aux 
points  M,  M',*M".*La  circonférence  qui  passe  par  ces  points 
passera  par  le  point  D où  se  .rencontrent  les  perpendicu- 
laires-MD,  M"D,  mtfnées  aux  cordes  MM',  M'M".  L’angle 
inscrit  MDM"  aura  visiblement  pour  mesure  l’arc'de  cercle 
ÜIM"  cMyisé  par  le  diamètre  M'D,  d’où 


angle  MDM"  _ i 
* arc  MM"  — 'TmT: 


’ A mesure  que  le  point  M"1  s'approche  du» point  M , J-arc  cir- 
culaire MM"  tend  à se  confondre  avec  l’arc  de  la  courbe 
compris  envoies  mêmes  points,  de  sorte  que  nous  pour- 
rons exprimer -par  ds  l’arc  MM"  en  même  temps  que  l'an- 
gle de  contingence  ’J'AM"  sera  représenté  par  d t.  D’antre», 
part,  en  supposant  toujours  que  lés  points  M',  M"  soient 
* ftès  - proches  du  point  M,  ou  que  les  arcs  MM',  M'M" 
soient  infiniment  petits,  les  anglél  AMM',  ARM'  sèron t 
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sensiblement  doubles  des  angles  respectifs  HM'M , KM'M". 

On  aura  donc 

• f / 

TNM"  =-2  ( HM'  M 4-  KM'  M")  = 2 VM'  M". 

Mais  les  angles  VM'M",  MDM."  .sont  égaux  puisqu'ils  ont 
leurs  côtés  perpendiculaires  chacun  à chacun $>  partant , 
l’angle  MDM"  = j dt,  et  l’on  a 


d T 


dz 

ds 


i 

2 ds  2 M'C  • ds  M'C  p 

• * ' 

en  représentant  par  p le  rayon  du  cercle  limite  ; ,et  l’on  voit 
que  ce  rayon  est  celui  du  cercle  de  courbure  au  point  M. 

219.  Si , au  lieu  de  prendre  l’abscisse  x pour  variable  in- 
dépendante, comme  on  l’a  fait  précédemment , on  suppose 
que  x et  y varient  également  et  deviennent  des  fonctions 
d’une  troisième  variable  quelconque,  les  formules  (i),  (2), 
(3)  se  présenteront  sous  d’autres  formes.  *En  eiTet,  f équa- 
tion . . * 

(a)  (x  — <*)*•+-(/  — 6)’  = p5 

aura  pour  ses  deux  différentielles  successives,  - 

(b)  [x  r—  ..)  dx  [y  — %)  dy  =z  o , 

(c)  (x  — a ) d*x  -4-  [y — 4-  dx' *f-  dy3  — o.  ** 

• * 

Éliminant  par  voie  de  multiplication  et  de  soustraction 
x — «et  a:  — 6 entre  les  équations  ( b ) et  (e)  jet  "observant 
que  dx1  -I-  dy*  = ds*,  on  obtiendra 


(d) 

••  * ♦ 

-\-dy  ds- 

•T  — a — 

dx  d'y  — dy  d *x 

<c) 

4 

— dx  ds ' 

. * J 0 

dx  d'y  — dy  tl'.v 

pui: 

s,  d après  1 équation  ( 

a),  - 

(/) 

r' 

ds' 

Tff.z  (V  y — dy  ci2. t 

0 

» 
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Oir  peut  arriver  encore- très-simplement  à ces  résultats 
«le  la  manière  suivante.  L’égalité  tang  r = ■—  donne 

. dx 


t — arc  (tang  — > 


^ dxd'y — dyefx  dxd*y — dyd'x 

fdx’-^-dy1  ds 1 


. î dr , _ l dxd'y — dy  d‘x 

«■l  1 équation  - = — se  transforme  en  - =- 
p ds  * f .. 


ds' 


d’où  résulte  ppur  p la  valeur  ( f ).  Maintenant,  de  l’équa-* 

lion  (a)  on  peut  déduire  successivement  * „ « 

•*  • 

(x  — a)  dx-{-  (y  — 6)  dy  = o,  . 


x — a _ _ y — 6 y'fj  — — 6)’  _ p , 
dy-  dx  sjTlP^dy7  ds 

1 ..  J_  _ _ g _ pdx 

ds  ’*  “ * ds  * 


r/.f 


Kliminant  p au  moyen  de  l’équation  p = il  viendra 


<• 


, _ dy  v'(,_.dx 

. • 
11  ne  reste  plus  qu’à  substituer  au  lieu  de  <l~  sa  valeur  pré- 
cédente pour  retrouver  les  formules  («/) , (ç).  » 

Prenons  acuicllement  5 pour^ariable  indépendante*  d’où 

• ‘ » 

» ds  — il  A'  s = o. 

» ' 

* 

L’équation rfa*  -t-  donne 

• 1 

*/ur  -f-  rf;'  d7  y = o , ; , 


f/3.v  d7x dxd7yr — dyd7x  ^(d*x)7  -H  (ri* ÿ)‘ 

dx  ~ dy  ~ * dp  -t-  dy  ‘ T “T  ^/dP-ydy^  * ’ 
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1 \ - 

- 

w 

• 

* t/s2 


J ^ „ ^(d2x)2  + (d2r)* 

• t * 

0 ■ 

Soient  X,  p les  angles 'formés  par  le  rayon  de  courbure 
avec  les  axes  des  x et  des  y,  ou  a * 


, ♦ cos  fl 

cos  a — sin  X , ou  tang  A = V 

r ’ b ■ COS  A 


Mais 


ainsi 


tangX  = 


dx 
dy  ' 


ros  fi  dx 


fos  \ dy  . 

' . ‘ 

Or,  s étant  variable  indépendante,  on  a encore 

dx  d ‘ y 

dx7^-  dy2  — ds2—i,  dx  d2 x -f-  dy  d2 y =o , -w- — 

» t . «r  (*  x 

•donc  _ . • •’  ♦ . 

<■  • * • t-  ■ . 

cos  fi  d2y  _ cosX  cos  fi  * * 0 

- * cos  X ~ d2x’  » d2 x d2  y 

• , ■ 

De  cette  égalité  on  déduit  successivement 

» * , • * 

cos1  X -f-  cos1  fi  y i cos’  Â 

( d2jf)2  [d2y)\  {d2x)2  + {d2y)2  [d2  x)2  '1 

• • . . «. 
« i eos  X co*  fi  M » 


yJîd^Pf+Jd^y)2  ' <l2x  * d‘y 


Mettant  pour 


<J(d2 x)2  - H (i’ÿp 

quation  (g),  il  viendra  • t 


sa  valeur  tirée  de  l'é- 

ds2 


eos  X 

d2  x • ds?  * d&y  "■  rf»1 


__L  et  S£ll-± 

~ .1*1  • .11*.  ♦ v.l  1 » 
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puis 


d'x 


d'y 


COS  A = P — — > COS  U = 0 — ; — 

‘ . ds'  ‘ rfe1 


D’autre  pari,  le  triangle  rectangle  dont  o eSl  l'hypoténuse 
donne 


par  suite , 


x — a — ci  £08  À , y — 6 = p cos  u ; 

d'x  _ d'y 

X “ = p1  “7-7  1 jc~e  = p'-~. 


ds\  ' J - — r.  A1 

Enfin ,,  remplaçant  p par  sou  expression  (g) , on  trouvera" 


— a : 


</i3  d'x 


(d1  x)* -+•  (d' y]* 


r-e  = 


dî!  f/’ 


{d'xy-+(d'jy 


m Développées  .et  développantes. 

• 220.  L’équation  d’une  Courbe  étant  donnée,  nous  avons» 
appris  à déterminer  le  centre  et  le  rayon  du  cercle  oscula- 
teur  en  un  point  quelconque  de  cette  courbe.  Or  ce  centre 
doit  changer  de  posi  rion  , et  ce  rayon  varier  de  grandeur, 
à .mesure  que  le  point  de  contact  du  cercle  osçulateur 
. change  lui-même  de  place  sur  la  courbe.  Si  ce  point  se 
meut  d’une  manière  continue,  le  centre  de  courbure  dé- 
crira  une  autre  courbe , que , d’après  Huyghens , on  nomme  • 
la  développée  de  la  cour-be  primitive.  Cette  développée  est 
* donc  le  lieu  de  tous  les  centres  des  cercles  osculateurs.  Par 
rapport  à elle  » la  courbe  proposée  prend  le  nom  de  déve- 

* loppante.  La  considération  des  développées  est  d’un  grand 

* fisagë  dans  plusieurs  applications  importantes. 

221 . L’équation  d’une  courbe  étant  donnée  y = F (x) , 

* ^ j • fl  Y fl  ^ Y 

on  substituera  les  valeurs  de  y,  -j-,  — qui  s’en  déduisent 

• J dx  dx-  1 

» dans  les  équations 

* (à)  * it— «+(j- 


e\dy 

^dv-0' 


(0 


djf*  d'y 
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te  qui  donnera  deux  nouvelles  équations  en  X,  a , 6;  puis, 
, éliminant  x , on  obtiendra  une  équation  entre  a et  6,  qui 
doit  subsister  quelle  que  soit  la  position  du  point  ( x,.y ), 
et  qui  sera  par  conséquent  l’équation  de  la  développée. 

Si  l’équation  de  la  courbe  proposée  est  donnée  sous  la 
forme  n = F (x,  y)  = o,  "il  faudra  tirer  des  équations  (g) 
• et  (io)  les  valeurs  de  x et  de  y en  « et  6 , puis  substituer 
ces  valeurs  dans  l’équation  u =;  o. 

. *222.  Les  valeurs  de  p,  a , 6 déduites  des  équations  (a), 
(/i) , (i) , étant  dqs  fonctions  de  x , varient0en  passantd’un 
point  à l’autre  de  la  développante.  On  peut  dojtc  prendre 
la  dérivée  de  l’équation  (a)  par  rapport  à toutes  les  lettres 
x , y,  a , S et  p ; ce  qui  donne 


— «+(/  — 6) 


(tx 


• . dx  . • . rfë  do' 

( x — a)  — [y  — 6)  — = p — -i 

' ' dx  ' dv  r dx 


et  en  ayant  égard  à l’équation  (h),. il  vient 

(*) 


. * do.  , * . rf  6 do 

(x  — x)  — (y  — 6)  — p — ■ 

' . 1 dx  1 dx  ' dx 


De  même  la  dérivée  de  l’équation  (/«),  prise  par*  rapport  à ' 
toütcs  ses  lettres  x,  jr,  a e t ê,  sera  - . • _ * 

• dx  dd  dy 

dx  dx  dx  • . 


dy 7 . ‘ d7y 
, + di7+{y~:è)~d^ 


(0 


qui,  en. supprimant  les  termes  qui  s’annulcht  d’après  l'é- 
quation (/'),  se  réduit  à 

dx  d 6 dy  ■ ' . 

Tx  + T*Tx=°-  ■'  ' *■  V* 

En  multipliant  tous  les  termes  des  équations  ( h ) et  (k)r 
par  dx , et  tous' ceux  de  l’équatiôn  (/)  par  dx*,  on  ob-  > 
tiendra  les  trois  équations  différentielles 

{ni)  \x--a)dx + {y — d)dyr=zo,  \ ‘ * 

(»)  — (x  — aj  dx  — ( y — 6)  dd  = pdp, 

(o)  ■ ^ <là  dx  -f-  dd  dy  = o. 
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tfg  dy 
da  tlj> 


223.  L’équation  (o),  écrite  sous  la  forme  ~-+i  =o,  ' 


montre  que  les  tangentes  menées  aux  points  correspondants 
de  la  courbe  y = F (a?)  et  de  sa  développée  6 sont 

perpendiculaires  l’une  à l’autre.  Donc  la  normale  à la  dé- 
veloppante est  tangente  à la  développée  du  point  de  cour- 
bure. * . . 

224.  Les  équations  (m)  et  (o)  reviennent  à 

(x  — a)  rér  = — (y  — 6)  dy,  d a dx  = — rfg  dy. 

En  divisant  celle-ci  par  la  "précédente , on  aura 
< " 

da  rfg  (x — a)da  [y  — 6)</S 

x — a y — 6 ( x — a. y (y — g).1 

_ (x  — a )'da  [y — g)  rfg 
■ , ( x — a )’  -4^  ( y — g y 
• - ' . 
donc,  en  vertu  des  équations  («)  et  (h) , 

\ " _ " 

da.  P dp  dp 


L’équation 


x — « 

j ia  d& 

x — a y — g 

dd1  d? 


p dp 
P ’ 


donne  aussi 

dd  -t-  dp 


donc 


(X  -*■  g)’  ■{*  — — 6)’’ 


da  \jdd  -(-  dp 

X « ù 


Comparant  cette  équation  avec  celle  déjà  obtenue 

da  dp 

x — a p 

on  trouve 


do  — — \ldd-h  f/61.. 

Or  le  second  membre  de  celle  égalité' n’csl  autre  chose, 


V 
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abstraction  faite  du  signe,  que' la  différentielle  de  l’arc  de 
la  développée  £=  J (or).  Désignons  par  a cel  are,  et  nous 
aurons 

dp  — — do,  ou  rf(p  + s)==o. 

Mais  comme  toute  fonction  dont  la  différentiel  le.  est  zéro 
ne  peut  être  qu’une  constante  e,  il  vient 

• p -t-  <r=  c. 

D’oiVl’on  voit  que  le  rayon  de  courbure  diminue  à mesüre 
que  Unie  de  la  développée  augmente,  ou  réciproquement, 
l’origine  de  cet  arc  restant  lixe. 

Soient  UN , DjV  deux  ares  différents  de  la  développée, 
MN,  M/N  ' les  rayons  de  courbure  relatifs  à ces  arcs 5 on 
aura  ' ■.  • 

. MN  -+-  arc  NI)  c , M'N'  -+-  are  N'  1)  =s  r ; 


et. comme  c'a  la  même  valeur  dans  ces  deux  équations,  il 
viendra 

MN  + arc  N I)  = M' N'  -+-  arc  N'  D , 

et,  par  suite, 

MN  — M'N'  ==  are  N'D  — arc  ND  = arc  NN'; 
c’est-à-dire  que  la . différence  de  deux  rayons  de  courbure 
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est  égale,  au  signe  près , à l’arc  qu  ils , comprennent 
entre  eux. 

On  dit  qu'une  courbe  est  rectifiable  lorsqu’on  peut  assi- 
gner sa  longueur  en  ligne  droite.  Ainsi,  d’après  ce  qui 
précède , un  arc  quelconque  de  la  développée  d’une  courbe 
algébrique,  et  par  conséquent  aussi  cette  développée  tout 
•entièi'é,  est  toujours  une  courbe  rectifiable.' 

225.  Si  l’on  applique  sur  la  déycloppée  DC  un  fil  flexible 
inextensible  et  sans  épaisseur  fixé  y>ar  l’un  de'  ses  bouts  au 
point  D de  cette  courbe  et  qui,  après  s’ètrfe  enroulé  sur 
elle,  la  quitte  tailgentiellcment  au  point  C,  et  vient  se  ter- 
miner par  son  autre  bout  sur  la  développante;  et  qu’en - 
suite  on*développc  ce  fil  en  le  tenant  sans  cesse  tendu  tan- 
gentiellemcnt  à la  développée,  son  extrémité  mobile  décrira 
dans  ce  mouvement  la  développante  AB. 

On  peut  encore  décrire  la  développante  dans  un  sens 
inverse,  en  fixant  en  un  point  quelconque  N de  la  déve- 
loppée l’extrémité  d’un  fil  dont  la  longueur  soit  égale  au 
rayon  de  courbure  MN  relatif  à ce  point,  et  faisant  mou- 
voir ce  fil,  de  sorte  qu’il  demeure  toujours  tendu  tangen- 
liellement  à la  développée  à mesure  qu’il  s’applique  sur 
cette  courbe;  il  est  clair  que  l'extrémité  mobile  du  fil  tra- 
cera la  développante  BA.  De  l’une  ou  de  l’autre  manière, 
les  arcs  MM',  jVN  de  la  développante  et  de  la  développée 
compris  entre  deux  rayons  de  courbure  quelconques  seront 
égaux  comme  étant  parcourus  en  même  temps. 

226.  Applications.  — I.  Soit 

n3^3  H- è3x3 — a3  b*  — u — o. 

Les  expressions  de  a,  ê (page  35o,  M)  donnent,  en  y fai- 
sant a ’ — b*  — c % 


3.66  , CHAPITRE  'QUATRIEME. 

Ces  Valeurs  réduisent  l’équation  u = o à 

■ >(^Ja),  + (66j3  =es. 

Telle  est  l’équation  de  la  développée  de  l’ellipse. 

. Si  dans  l’expression  générale 

♦ £ 

( b'jc7-{-  n'  r’)1  . . 

p =£= 1 a,b,  ■ — on  fait  y = o,  x — a, 

on  trouvera  pour  le  rayon  de  courbure  AID  appartenant  au 
sommet  M, 

b 3 • 

: *p  = 7 

p étant  le  demi-paramètre  ou  l’ordonnée  du  foyer  F.  La' 
même  expression  de  p,  en  y faisant  . • 

x = o , y = b , donne  p = — 

O « . * 

* 

pour  le  rayon  de  courbure  NL  appartenant  au  point  N de 


ï 

H'- 


l’ellipse.  Si  l’on  fixe  en  L l’extrémité  d on  fil  inextensible 
à1 

d’une  longueur  égale  à et  qu’ensuite  l’on  tende  ce  fil  en 

l’enroulant  sur  la  courbe  LD,  son  extrémité  mobile  décrira 
• la  partie  NM  de  la  courbe.  On  vôit  que  la  développée  de 
l’ellipse  le  compose  de  quatre  parties  ou  branches  égales. 
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disposées  symétriquement  par  rapport  aux  axes  principaux 
et  touchant  ceux-ci  aux  points  I),  K,  I,  L.  . 

Les  distances  OD=  A , OL=  B,  où  la  développée  louche 
les  axes  principaux,  se  déduisent  aisément  des  expressions 
de  « et  6,  en  y faisant 

x — a et  y = b, 

ce  qui  donne 


La  première  de  ces  valeurs  montre  que  le  point  I),  où  la 
développée  touche  le  grand  axe,  est  situé  entre  le  centre  O 
et  le  foyer  F,  car  dans  la  proportion  a : c c ’ A , on  a tout 
à la  fois 

a c et  c A , 

ou  * ■ ' • 

OF  > OD. 

1 1 1 

Si  l’on  substitue  dans  l’équation  («a)1  -+-  (ÙS)S  = c3  à la 

T*  C*  • 

place  de  fl  et  e leurs  valeurs  a=  -,  b = — -,  il  viendra 
cette  autre  éqtiation  de  la  développée , 

(£)*-{*)*-' 


On  peut  arriver  à une  nouvelle  forme  en  clevant  chaque 
membre  à la  troisième  puissance,  ce  qui  donnera 


IL  Si  l’on  change  le  signe  de  dans  le  calcul  précédent, 
on  verra  que  l’équation  de  la  développée  de  l’hyperbole 


368  CHAPITRE  QUATRIÈME, 

est , en  posant  n*-f- 1>2  = c’, 

• (</a)5  — (66)T=eT. 


du  centre  de  courbure  restent  les  mêmes  que  pour  l'ellipse. 
Ainsi  le  rayon  de  courbure  MD  au  sommet  de  l’axe  réel  est 
b1  . . 

égal  à — ; l'abscisse  OD  du  point  où  la  développée  touche 

l’axe  desara  pourvaleur-  = A.  De  la  proportion  a'.c’.’.c'.A 
l’on  conclut  que , a étant  plus  petit  que  c , de  mèmé  c A . 

O*  * 

ou  OF  <[  OD.  Posant  encore  B = - , l’équation  de  la  déve- 
loppée deviendra 


/ 4t*  g’V  ‘ 


A- B3 


Cette  développée  est  une  courbe  formée  de  quatre  branches 
infinies  disposées  symétriquement  par  rapport  aux  dia- 
mètres rectangulaires  de  l’hyperbole. 

Ilf.  A l’égard  de  la  parabole y%  — a px  = u = o , on  a 
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trouvé  (page  35o) 

1 

(2,y  \ * yj 

■ H — —J  > a — 3 x -f- p,  6 = — • — 
p ! p 

Ces  deux  dernières  donnent 

x=^-yA  y = —(/P  Sÿ, 

qui,  substituées  dans  l’équation  u = o,  conduisent  à l’équa- 
tion de  la  développée 

« (g  pf 

37  p 

Cette  courbe  se  compose  de  deux  branches  qui  s’étendent 
à l’infini  du  côté  de  l’axe  des  x positives  et  touchent  cet 
axe  au  çoint  dont  l’abscisse  est  p.  L’équation  précédente 
devient 


en  posant  a — p = a, , ce  qui  n’est  autre  chose  que  trans- 
porter l’origine  de  O en  D.  Ainsi  la  développée  de  la  pa- 
rabole ordinaire  est  une  seconde  parabole  cubique  dont  le 

paramètre  est  les  ^ de  celui  de  la  parabole  donnée. 


3yO  CHAPITRE  QUATRIÈME. 

I/expression  a.  — 3x  -+- /)  fournit  un  moyen  simple  de 
trouver  le  centre  de  courbure  relatif  à un  point  quel- 
conque M de  la  courbe.  Prenez  DP  = 3 01 , puis  menez  la 
perpendiculaire  PC  et  la  normale  MC;  leur  point  de  con- 
cours C sera  le  centre  cherché. 

IV.  On  a trouvé,  relativement  à la  cycloïde  (p.  35i), 

P = 2y Ury,  a — x -+-  2 \j  y (zr  — y),  6 = — y. 

Au  sommet  G,  où  y = ar,  la  normale  devient  4'"=  2 GF. 
Ainsi , prenant  FK  — GF,  on  aura  GK  pour  la  normale 
du  sommet  de  la  courbe , et  K pour  le  centre  de  courbure 
relatif  à ce  sommet.  C’est  ce  qu’indique  aussi  la  valeur 
6 = — y. 

Pour  obtenir  l’équation  de  la  développée  sous  la  forme 
la  plus  simple,  transportons  l’origine  des  coordonnées  au 
point  R,  prenons  les  nouveaux  axes  parallèles  aux  pre- 
miers, et  comptons  les  nouvelles  coordonnées  £,  r,  dans  le 
sens  RL  et  dans  le  sens  RF.  Nous  aurons  pour  un  point 
quelconque  N de  la  développée , 

' a — 7r  r — \ y S — 2 


Égalant  ces  valeurs  aux  valeurs  précédentes  de  « et  ê,  on 
obtiendra 

wr  — % ~ j-  2 y/2 /j  — y1,  — 2 r H-  « = — y. 
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d’où 

•r  = n r — Ç — 2 v'a  r/  — / = 2 / — j; . 

Portant  ces  valeurs  dans  l’équation  de  la  développante 

x — r arc  ^ cos  = - ) — ^2  ~rÿ  — ( p.  267), 


on  trouve,  après  quelques  réductions, 


Ainsi,  la  développée  de  la  cycloïde  est  une  autre  cycloïde 
égale  à la  première.  • 

O11  peut  déduire  celte  proposition  immédiatement  de  la 
propriété  qu’a  le  rayon  de  courbure  d’ètrc  double  de  la  nor- 
male. En  effet,  soit  prolongé  le  diamètre  DR  jusqu’à  la 
rencontre  de  KL  au  point  S.  Soit  MR  la  normale  au  point 
M de  la  cycloïde  développante.  Prenons  sur  cette  normale 
prolongée  la’ distance  llIN  = MR , le  point  N sera  le  centre 
de  courbure  relatif  au  même  point  M,  et  le  point  N ap- 
partiendra à la  développée.  Si  l’on  joint SN,  MD,  les  tri- 
angles RAS,  DMR  seront  égaux  comme  ayant  un  angle 
égal  en  R compris  entre  côtés  égaux  chacun  à chacun. 
Donc,  puisque  le  triangle  DMR  est  reclangfe  en  M,  le 
triangle  RAS  l’est  aussi  en  A.  De  sorte  que  si  l’on  décrit  un 
cercle  sur  RS  comme  diamètre,  il  passera  par  le  point  J\  et 
sera  égal  au  cercle  générateur;  et  de  ce  que  les  arcs  RN, 
MR  sont  égaux,  l’arc  AS,  supplément  de  l’arc  RN,sera 
aussi  le  supplément  de  l’arc  MR.  O11  a donc 

arc  NS  = wr  — arc  MR  = OF  — OR  = RF  = KS, 

' 2/|. 
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ce  qui  n’appartient  qu’à  la  cycloïde  décrite  par  le  cercle 
RM  S roulant  sur  KL , de  K vers  L. 

L’expression  p = 2 2 ry  montre  qu’à  l'origine  de  la 
cycloïde,  où  y = o,  le  rayon  de  courbure  est  nul,  et  que 
partant  la  développée  commence  au  même  point  que  la 
développante.  De  plus,  la  diilérence  de  deux  rayons  de 
courbure  étant  égale  à l’arc  de  la  développée  qu’ils  inter- 
ceptent entre  eux  , il  s’ensuit  qu’un  arc  quelconque  ON  de 
la  développée , pris  à partir  du  sommet  O,  est  égal  au 
rayon  de  courbure  NM,  ou  au  double  de  la  corde  RN. 
Donc,  en  appelant  s , y l’arc  et  l’ordonnée  qui  partent  du 
sommet,  on  aura 

s—2^2ry,  ou  s*  = 8iy, 

pour  l’équation  d’une  cycloïde  quelconque,  puisqu’à  l’é- 
gard de  cette  courbe  la  développée  est  égale  à la  déve- 
loppante. 

La  demi-cycloïde  sera  la  valeur  de  s correspondante  à 
y — ar,  savoir  r = 4r,  et  8 r sera  la  longueur  de  la  cy- 
cloïde entière.  Du  reste , tout  arc  de  la  courbe  est  aussi  rec- 
tifiable. 

L’équation  p = 4r  sin  qui  appartient  encore  à la  cy- 
cloïde, fait  voir  clairement  que  pour  0 =0,  c’èst-à-dire,  à 
l’origine , p = o , et  qu’au  sommet , où  0 = n , on  a 

p = 4 r- 

. - * Courbes  enveloppes. 

‘22,1.  Toute  courbe  qui  en  touche  une  infinité  d’autres 
d’une  nature  déterminée  et  assujetties  à se  succéder  suivant 
une  loi  connue,  se  nomme  courbe  enveloppe. 

Soit  l’équation 

(1)  F(*,  y,  a)  = tt  = o, 

dans  laquelle  a est  une  constante  arbitraire.  En  admettant 
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que  a varie  d’une  manière  continue,  on  aura  une  suite.de 
courbes  infiniment  voisines  les  unes  des  autres.  Si  l’on  en 
considère  une  comme  fixe,  la  courbe  qui  en  est  très-proche 
la  coupera  en  des  points  dont  les  coordonnées  X,  y sont 
communes  à ces  deux  lignes  et  par  conséquent  ne  varieront 
pas  eu  allant  de  l’une  à l’autre.  De  plus,  ces  points  tendront 
vers  des  limites  déterminées  à mesure  que  la  seconde  courbe 
sera  plus  voisine  de  la  courbe  fixe.  Si  l’on  passe  de  cette 
seconde  position  à une  troisième,  et  ainsi  de  suite,  cha- 
que système  de  ces  points  limites  formera  une  courbe  en- 
veloppe, qu’on  détermine  en  éliminant  a.  entre  les  deux 
équations 

du 

h = o et  — — o. 
du 

En  effet,  représentons  par  h une  quantité  infiniment 
petite,  . 

( 2)  . F (x,  y,  a.  -+-  h)p=  o 

sera  l’équation  d’une  courbe  très-proche  de  la  courbe  (i). 
Or,  on  a 

7 »-  , 

F (x,  y,  a -4-  h)  = F (x,  y,  a)  -f-  AF'  (x,  y,tt  + SA).  . 

D’où  l’on  voit  que  les  coordonnées  communes  aux  deux 
courbes  (i)  et  (2)  doivent  vérifier  l’équation 

F'  (x,  y,  a -H  0/i)  = o. 

Donc  les  limites  des  points  d’intersection  de  la  courbe  (1) 
et  de  la  courbe  (5^),  qui  en  est  infiniment  proche,  seront 
les  solutions  communes  aux  deux  équations 

F ( x,  y,  a)  — u — O 
et 

■CI  1 .du 

F (x,y,*)  = -=  o. 

.Si  l’ou  élimine  « entre  ces  mêmes  équations,  la  relation  qui 
en  résultera  entre  x et  y sera  évidemment  l’équation  de  la 
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courbe  qui  touche  la  courbe  (i)  dans  toutes  ses  positions 
successives. 

Nous  supposons,  du  reste,  que  la  fonction  u n’a  qu’une 
seule  valeur  pour  un  même  système  de  valeurs  de  x, y,  «. 

Il  est  facile  de  se  convaincre  que  la  courbe  dont  on  vient 
de  trouver  l’équation  est  tangente  à la  courbe  (i)  dans  toutes 
ses  positions  successives.  Car,  si  pour  effectuer  l’élimina- 
tion de  a on  tire  de  l’équation  — 0,  sa  valeur 

“'=f 

et  qu’on  la  substitue  dans  l’équation 


<*)  =<>, 

il  viendra  pour  l'équation  de  la  courbe  enveloppe , 

• t 3)  F[x,jr,  y(x,y)]  = o. 

Or  cette  courbe  et  la  courbe  variable  (i)  donnent  la  même 

c/y  • 

valeur  pour  — dans  les  points  qu’elles  ont  de  commun.  En 

effet,  les  dérivées  des  équations  (i)  et  (3)  sont  respective- 
ment 


du 

dx 


du  dy 
dy  dx  ’ 


du  du  dy  du  ( dy  dy  dy\  _ 

dx  dy  dx  dy  \ dx  dy  dx  J 


Mais  — n’est  autre  chose  que  , où  l’on  a remplacé  a 
dy  1 du  1 

par  <f  (tt,  y),  et  çp  ( x , y)  est  précisément  la  valeur  de  « 


pour  laquelle  — = o.  Il  est  donc  manifeste  que  les  deux 
équations  précédentes  sont  identiques,  et  que  l’une  et  l’autre 
doivent  donner  pour  ^ la  même  valeur. 

Deux  exemples  très-simples  vont  éclaircir  et  confirmer 
rette  théorie. 
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Déterminer  la  ligne  touchant  à la  fois  tous  les  cercles 
de  même  ray  on  , et  décrits  de  tous  les  points  d'une  droite 
donnée  sur  un  plan  comme  centres. 

Soit 

* 

(a)  (x — — ê)3 — H=  o 

l'équation  de  l’un  de  ces  cercles,  et  y = ax  l’équation  du 
lieu  de  leurs  centres;  celle-ci  devant  être  satisfaite  par  les 
coordonnées  (a , ê) , on  a 6 = aa , et  l'équation  (a)  devient 

(x  — a y*  -i-  (j' — aa)7 — r7  = u = o , 


dont  la  dérivée  par  rapport  à a donne 


d’où 


[x  — u )-\-{y  — a a)  a = 


J4-  ajr 
a7  - f-  i 


Portant  celte  valeur  dans  u — o , on  trouve 

(a‘x  — ay)7  -+-.(/• — ax)7  = r7  ( u 7 -f-  i)’, 

* {r  ~ ax)‘=  i); 

enfin 

y =r  ax  -+-  r \/a7  -J-  i , y = ax  — r^a7  -f-  i , 


équations  de  deux  droites  parallèles  à la  ligne  y — ax  et 
tangentes  à tous  les  cercles  décrits  de  chaque  point  de  cette 
ligne  comme  centre , avec  le  rayon  r. 

Quelle  est  la  courbe  qui  touche  à la  fois  tous  les  cercles 
décrits  d’un  meme  rayon  r et  dont  les  centres  sont,  sur 
une  circonférence  donnée? 

Soit 

(x— *)»+(/  — ê)‘=r> 


l’un  des  cercles  ayant  leurs  centres  sur  la  circonférence  don- 
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née  x’-Hj*  = p*.  On  a évidemment 


a7  -t-  6’  = p7,  d’où  ë = \Zp’ — et7, 

et,  par  suite, 

(x  — a)’  -+-  ( y — vV1  — «’)3  — r7  — U — O, 

1 du 

— X y p*  — a.7  -+-  a. y — — — O. 

(I  a 

Eliminant  a et  6 entre  les  équations 
du 


da. 


=r  o et  u7  H-  6*  = p% 


on  trouvera 


x 0 

v^’+r5’ 


y? 

\Jx7  +7’ 


Si,  pour  abréger,  on  pose  x’ -+-  y’  = s*,  et  si  l’on  porte 
ensuite  les  valeurs  qu’on  vient  d’obtenir  pour  « et  6,  dans 
l'équation  primitive,,  il  viendra 

(x5  4-7’)  (z  — p)7  = r7z7,  z — p = dzr, 

d’où 

i = p ± r,  et  x1  -t-  y7  = [ p ± r)7  ; 

ee  qui  indique  deux  circonférences  dont  le  centre  est  à l’o- 
rigine , et  qui  touchent  tous  les  cercles  dont  les  centres  sont 
sur  la  courbe  .r1  -t-y*  — p*.  L’évidence  de  ces  résultats  dé- 
montre l’exactitude  de  la  méthode  employée  pour  y parve- 
.nir.  On  pourrait,  par  les  mêmes  principes,  trouver  l’équa- 
tion de  la  développée  d'une  courbe  quelconque,  en  chcrchan  t 
la  courbe  tangente  à toutes  les  normales  de  celle-ci.  Ces 
procédés  s’appliquent  encore  à la  recherche  des  équations 
des  caustiques  par  réflexion  et  des  caustiques  par  ré- 
fraction. 


Points  singuliers  des  courbes  planes. 

228.  Les  points  singuliers  d'une  courbe  sont  ceux  où  elle 
oflre  quelque  particularité  remarquable  inhérente  à sa  na- 
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turc  ou  relative  à sa  position  par  rappbrt  aux  axes  coor- 
donnes. On  en  distingue  de  cinq  espèces  dans  les  courbes 
algébriques  : nous  allons  successivement  les  discuter. 

. i 

229.  Points  maxima  et  minima. — On  appelle  point 
maximum  d’une  courbe  celui  dont  l’ordonnée  est  plus 
grande  que  celles  des  points  qui  précèdent  ou  qui  suivent 
immédiatement  le  point  en  question.  Au  contraire,  on 
appelle  point  minimum  celui  dont  l’ordonnée  est  moindre 
que  celles  des  points  qui  avoisinent  immédiatement , de 
part  et  d’autre,  le  point  dont  il  s’agit.  Il  résulte  de  ces 
définitions  qu’en  représentant  par  « et  6 les  coordonnées 
du  point  que  l’on  considère,  l’ordonnée  £ sera  un  maxi- 
mum si  elle  est  plus  grande  que  les  ordonnées  correspon- 
dantes aux  abscisses  x = a±h,  h étant  une  quantité 
qui’ peut  devenir  plus  petite  que  toute  grandeur  donnée. 
Mais  £ sera  un  minimum  si  cette  ordonnée  est  plus  petite 
que  celles  qui  correspondent  aux  abscisses  x = a ± h. 
Nous  supposons  que,  dans  ces  deux  cas,  la  tangente  au  poipt 
- qu’on  examine  ne  soit  pas  perpendiculaire  à l’axe  des  x , 
ou  que  y'  ne  soit  pas  infini.  De  sorte  qu’une  quantité  néga- 
tive étant  considérée  comme  d’autant  plus  petite  que  sa 
valeur  absolue  est  plus  grande,  la  courbe  tourne  sa  conca- 
vité en  bas  de  la  page  dans  les  points  maxima , et  qu’elle  y 
présente  sa  convexité  dans  les  points  minima.  La  dérivée 
du  second  ordre  y"  est  négative  dans  le  premier  cas  , tandis 
qu’elle  est  positive  dans  le  second  cas.  Mais  y'  = o sera  la 
condition  commune  à tous  les  points  maxima  et  minima. 
En  effet,  supposons  que  le  point  de  contact  d’une  tangente 
menée  à la  courbe,  près  d’un  point  maximum,  glisse  sur 
cette  courbe  en  s’éloignant  de  l’axe  des  r;  celte  tangente 
changera  d’inclinaison  sur  l’axe  des  x,  et  fera  un  angle 
aigu  ou  obtus  avec  cet  axe,  suivant  que  le  point  de  contact 
est  h gauche  ou  à droite  du  point  maximum.  Ainsi  y'  chan- 
gera de  signe , mais  sans  devenir  infinie,  puisque  la  tangente^ 


Digilized  by  Google 


378  CHAPITRE  QUATRIÈME. 

au  point  maximum  n’est  pas  parallèle  à l’axe  des  y.  Donc 
y'  a dù  nécessairement  passer  par  zéro,  et  la  tangente  a dù 
être  parallèle  à l’axe  des  x au  point  maximum.  On  en  dirait 
autant  pour  un  point  minimum. 

Toutefois,  la  condition  y'  = 0 ne  caractérise  pas  telle- 
ment les  points  maxima  et  minima  qu’elle  ne  convienne 
qu’à  ces  sortes  de  points.  Car  elle  ne  fait  qu’exprimer  le 
parallélisme  de  la  tangente  avec  l’axe  des  x , et  le  point 
qu’elle  indique  pourrait  être  un  point  d’ inflexion  horizon- 
tale , ou  un  point  de  rebroussement  horizontal.  Mais  le 
signe  qu’affecte  j'",  ou  que  prend  cette  fonction  lorsqu’on 
y substitue  la  valeur  de  x que  donne  y'—o,  fera  con- 
naître s’il  y a maximum  ou  minimum;  car  on  sait  que  le 
premier  cas  a lieu  lorsque  y"  est  une  quantité  négative,  et 
le  second  quand  y"  est  positive. 

230.  Lorsque  l’équation  de  la  courbe  sera  donnée  sous  la 
forme  implicite  et  délivrée  de  radicaux 

(ij  « = F (x,  y)  = o, 


il  faudra  poser 

(*) 


du 

dx 


du 

dy 


/ = <>,• 


puis'  égaler  à zéro  la  valeur  de  y ',  déduite  de  celte  der- 
nière équation  , ce  qui  donnera 


ou  plutôt 

(3) 


du 

dx 


dy 


puisque 


du 

dy 


est  une  fonction  entière  de 


x et  de  y qui  ne 
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peut  devenir  infinie.  Le  système  des  équations 

du 


u = o, 


dx 


— O 


servira  à déterminer  les  points  en  question. 

Pour  reconnaître  si  une  couple  de  valeurs  de  x et  de 
qui  vérifient  les  deux  équations  précédentes,  appartient 
effectivement  à un  point  maximum  ou  à un  point  mini- 
mum, il  faut  recourir  à la  valeur  de  y",  qu’on  obtient  de  la 
manière  suivante.  La  dérivée  de  l’équation  (2)  donne 


d'u 
dx ' 


d' u d'u  du 

dxd}  7 +dP'  +dïr 


qui , à cause  de  y'  = o,  se  réduit  à 


d'u  du  ,, 


d’où 


d'u 

dx' 

du 

dy 


On  substitue  dans  , — les  valeurs  obtenues  précédem- 
dx'  dy  . . 1 

ment  pour  x,  y,  et  le  signe  de  fait  connaître  si  le  point 

est  maximum  ou  minimum.  Lorsque  y"  = o , l’équation 

dérivée  du  troisième  ordre  se  réduisant  à 


d'u 

dx' 


T>r=°’ 


il  11e  pourra  y avoir  de  point  maximum  ou  minimum  à 
moins  que  y'"  11c  soit  aussi  égal  à zéro.  Ainsi  de  suite. 

Une  courbe  dont  l’ordonnée  va  toujours  en  croissant  ou 
en  décroissant,  à mesure  que  l’abscisse  croît,  ne  saurait 
avoir  ni  point  maximum,  ni  point  minimum,  puisqu’il  une 
valeur  de  1 ordonnée  il  eu  succède  toujours  une  plus  grande 
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ou  une  plus  petite.  Telles  sont  la  parabole  et  l'hyperbole.  11 
est  aussi  des  courbes  qui  n’ont  qu’un  seul  point  maximum  ; 
d’autres  qu’un  seul  point  minimum , et  quelques-unes  qui 
ont  ces  deux  espèces  de  poinls. 

231.  Nous  avons  dit  que  les  points  maxima  et  mi  ni  ma, 
relatifs  à l’axe  des  x , sont  ceux  où  la  tangente  est  parallèle 
à cet  axe.  Mais  la  courbe  peut  être  considérée  aussi  par 
rapport  à l’axe  des  y.  On  appelle  points -limites  ceux  où  la  v 
tangente  est  parallèle  à l’axe  des  y,  c’est-à-dire  où  l’on  a 

jr'  = CO  . 

Ces  points  se  déterminent  en  posant 

du 

u = o,  — = o. 

<b 

Ils  bornent  ou  limitent  la  courbe  dans  le  sens  de  l’axe  des  x, 
à moins  qu’elle  n’ait  une  inflexion  verticale  ou  un  rebrcfus- 
sement  vertical.  Il  faudra  donc,  dans  le  doute,  vérifier  le 
point  dont  il  s’agit.  — Exemples  : 

y — ?px  — » , y — -7=  -, 

y 2 px 

l’équation  — = onc  pouvant  être  satisfaite,  la  courbe 
\jipx  - 

ne  saurait  avoir  de  point  maximum  , ni  minimum. 

Pour  l’hyperbole 

b"*  x b^  x 

a* y*  — fdx*  — — a'b’1,  y1  — — , et  de  — = O , 

J ’ J d'y  idy 

il  résulte 

x — o, 

ce  qui  réduit  l’équation  proposée  à 
y = \J—b S 

ainsi  la  courbe  est  dépourvue  de  points  maxima  et  minima. 
L’équation 

«’ ) ' Id  x ' — u'  b'  — 11  — o 
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donne 

du  , du  , , b'x- 

--=■}.  b' x,  — = in' y,  y — — ; 

dx  dy  n'y 

x , • 

de  l’hypothèse = o on  déduit 

x=o,  et,  par  suite,  y— b. 

Passant  à la  dérivée  du  second  ordre,  on  aura 


n dx‘  b 5 

du 


qui , pour  y — b , se  réduit  à la  quantité  négative 

d’où  il  résulte  que  la  plus  grande  ordonnée  de  l’ellipse 
passe  par  le  centre  de  la  courbe.  La  même  conclusion  a lieu 
pour  les  cercles 

x’1  -+-  y*  = r*,  ( y — 6)!-t-(x — a),  = r*. 


/2r 

Dans  la  cycloïde  y'  = W — i , 


et  le  point  maximum  appartient  à l’ordonnée  y=ir. 

232.  Points  d’inflexion.  — Un  point  il' inflexion  est 
celui  oh  la  courbe,  en  poursuivant  son  cours , passe  de 
la  concavité  à la  convexité  vers  l'axe  des  abscisses,  ou 
réciproquement. 

Considérons  le  point  (x,  y)  de  la  courbe  y=F(x). 
L’ordonnée  correspondante  à l’abscisse  x + h sera  expri- 
mée par 

F (*+ A)=F  [x)+b  F'  (x)  ^ F"  (x)+  ...4-  F"  (x+6  h). 

Menons  par  le  point  (x,j)  une  tangente,  et  soient  (£,  y;) 
les  coordonnées  variables  de  cette  droite.  Elle  aura  pour 
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équation 
Faisant 
il  viendra 


CH  A VIT  HE  QUATRIÈME. 

>;  — y —y  (Ç  — *)•  . 

% — x — h ou  E = x 4 -h  , 
4-/A  = F(*)4-/iF'(x) 


pour  l’ordonnée  de  la  tangente  relative  au  point  dont  x-h  h 
est  l’abscisse.  Donc  la  différence  des  ordonnées  de  la  courbe 
et  de  la  tangente  qui  répondent  à l’abscisse  x + /i,  sera 


5 = F"  (x) 

1.2 


/l3 

TTâTl 


F'"(x)  . . . ± 


/i" 


i .a. 


— F"(x  + O/i). 


Il  est  clair  qu’en  changeant  le  signe  de  h,  la  diflérence 
entre  les  ordonnées  de  la  courbe  et  de  la  tangente  qui  cor- 
respondent à l’abscisse  x — h,  sera 


3 = — F"  (x) % ( x) . . . ± F»  (x  4 -Oh). 

1.2  ' ' 1.2.3'  ' 


Cela  posé,  pour  qu’il  y ait  inflexion  au  point  (a,  j),  il 
faut  que  ces  deux  expressions  de  â soient  de  signes  con- 
traires. Mais  lorsque  h est  très-petit,  clics  ont  le  même 

signe  que  leur  premier  terme  -j— ^ F"  (x).  Il  faudra  donc 

que  ce  terme,  ou  plutôt  que  F"  ( x),  change  de  signe.  Or,  si 
la  fonction  y — F (x)  reste  continue,  ainsi  que  ses  dérivées, 
dans  le  voisinage  du  point  ( x , y ),  F"  (x)  ne  pourra  chan- 
ger de  signe  sans  passer  par  zéro.  Les  coordonnées  du  point 
(a.-,  r)  vérifieront  donc,  dans  cette  hypothèse.,  l’équation 


F"  (x)  = o. 

Pour  que  la  différence  à change  réellement  de  signe,  il 
faudra,  en  outre,  que  la  première  des  dérivées  Fw(ar), 
F1’  (x) , etc.,  qui  cessera  de  s’évanouir,  soit  d’ordre  impair! 

Il  peut  arriver  que  F"  (x)  soit  une  quantité  fraction- 
naire que  la  valeur  x = a rend  infinie.  Alors  il  faudra  s’as- 
surer si  cette  fonction  change  de  signe.  A cet  effet , on  posera 


Digitized  by  Google 


APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  383 
successivement 

x — ii  — h , x = »+/<, 

h étant  très-petit.  Si  ces  valeurs  de  x substituées  dans  la 
fonction  F"  (x)  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires, 
on  en  conclura  que  le  point  de  la  courbe  relatif  à l’abs- 
cisse a est  réellement  un  point  d’inflexion.  Ce  procédé  peut 
s'appliquer  également  au  cas  où  l’abscisse  x = a donne 

F"  (x)  = o. 

.Quant  à F' (x) , la  valeur  que  prend  cette  dérivée  pour 
x — a fait  connaître  la  direction  de  la  tangente , et  sui- 
vant qu’on  aura 

F'(x)  = o,  ou  F' (.r)=oo, 

cette  tangente  sera  parallèle  ou  perpendiculaire  à l’axe 
des  x.  Dans  l’une  et  l'autre  circonstance,  on  peut  détermi- 
ner s’il  y a inflexion  sans  calculer  Fff  (x). 

En  cllèt,  soit  i°  (x  — a,y  = b)  un  point  pour  lequel 
y'  — o;  supposant  toujours  h très-petit,  on  fera  tour  à tour 

x xz:  a — h,  x = a h \ 

ci  si  les  ordonnées  correspondantes  F (a  — h) , F (a  -1-  h) 
sont  toutes  deux  réelles,  et  l’une  <F(«),  et  l’autre 
>F  (a),  le  point  (n,  l>)  sera  évidemment  un  point  d’in- 
flexion ljorizontale. 

Si , au  contraire  , y'  — oo  pour  le  point  (a , b)  et  si  à 
x — a — h , x — a •+•  a 

répondent  deux  ordonnées  réelles  F (a  — h) , F («  + h.) , 
l’une  <^F(«),  l’autre  ^>F(a),  le  point  (a,  b)  sera  un 
point  d’inflexion  verticale. 

Ces  principes  s’appliquent  aussi  aux  courbes  transcen- 
dantes, pourvu  que  les  coordonnées  ne  cessent  pas  d’être 
rectangulaires. 

Exemples,  y — e-x!-,  on  trouve 

y'  — — 2 xe~*t , y"  — 2(2x’ — rjc-*’; 


fe 


> car 
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l’hypothèse  2i'-i=o  donne 

*=v/r  //==0’  x=h' 

Il  y aura  une  inflexion  au  point 

suivant  qu’on  prendra  y -i  y"  sera  ^°  j et  comme 
la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à l’axe  des  y,  il  y aura 

une  seconde  inflexion  au  point  ^ » + -t=  J ■ 

y = x3,  inflexion  à l’origine  où  l’axe  des  x est  tangent; 
y = x — x3,  inflexion  à l’origine,  y'  = i ; 
y = x5—  6x’-t-  ii  x — 6 =(x  —i)(*  — a)(x  — 3)  = o;  in- 
flexion au  point  (+  2,0); 

ji 

y — b 4-  (x  — a)*,  inflexion  horizontale  au  point  (a  , b ) ; 
y — b -h  (x  — a y , inflexion  verticale  au  point  (a,  b). 

233.  Si  l’équation  de  la  courbe  est  donnée  sous  la  forme 


implicite  et 

rationnelle 

<«) 

h — F(x,  y)  = o, 

on  en  tire 

du  du  . 

(2) 

—, — h ~t~  y — 0 > 

dx  dy 

(i*  U 

d'u  , du  d'u 

~dy* 

r'+7<lxdy3  +d?X  +d* 

du 

dx 

(4) 

S 

II 

1 

fri 

dy 

d‘ a , d3u  . 

. (5) 

. *’“+**.+* +' 
■’  du 

d*u 

dx'! 


dy 


Digitized  by  Googl 


applications  géométriques  du  calcul  différentiel.  385 


Cette  dernière  valeur  devant  être  nulle  ou  infinie  pour  les 
points  d'inflexion,  il  faudra,  après  avoir  substitué,  au  lieu 
dej'',  sa  valeur  (4),  chercher  les  couples  de  valeurs  de  a:  et 
y qui  vérifient  les  équations 


a 


dJu 
dx  dy 


y' 


et  les  couples  de  valeurs  de  x et  y qui  vérifient  les  équa- 
tions 

du 

u=o,  ——o. 

dy 


Tous  ces  systèmes  désigneront  les  points  d’inflexion  cher- 
chés. 

Exemples,  y8  -f-  a*x8  — ù5  = u = o donne 


d’où 


et 

d’où 


5 y* y -t-  3o’ = o, 
3 a’x5 


J — — 


5 y1 


2 oyy*  *+■  5 y' y"  -4-  6«’  x = o, 
„ io  y*  y"1  -4-6a’x 

y ~ ~57' 


Substituant  ici  pour  y'  sa  valeur  précédente,  le  numéra- 
teur de  y"  deviendra 


1 5 xy 5 (6 o1  .v3  -t-  5 j-1  ) ; 

et  il  faudra  chercher  les  systèmes  des  valeurs  de  x et  y , qui 
vérifient  les  deux  équations 

« = o,  i5<i,jry1(6<i,jrï  -+-  5y*)—  o. 

Combinons  d’abord  les  équations 

« = o,  iSedxy*  =zo. 

i5 
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Celle-ci  est  satisfaite  parx  = o,  et  cette  valeur,  introduite 
dans  u = o,  donney=  b.  Donc  le  point  (o,  b)  est  un  des 
points  cherchés.  L’équation 

i5  aJxy!  = o 

donne  aussi  y = o , et  cette  valeur,  portée  dans  u — o,  con- 
duit à 

Ainsi  ^ y/ ^ > o^  est  un  second  point  d’inflexion.  Si , enfin , 
on  combine  entre  elles  les  équations 

« = o , 6 a1  x1  -+-  5 y'  — o , 
celle-ci  donnera  • 

X_  \ 6a*’ 

et  celte  valeur,  portée  dans  u — o,  fait  trouver 
r=^6; 

ce  qui  détermine  un  troisième  point  d’inflexion 

- *«»)• 

Les  équations 

y*  à1  x‘  — = o , 5 y*  = o 

fournissent  le  système 

3 fb> 

X = V?’  /=:o' 

qui  n’indique  pas  un  point  nouveau. 

234.  Points  multiples.  — Un  point  multiple  est  celui 
où  plusieurs  branches  d'une  même  courbe  viennent  se  ren- 
contrer. On  dit  qu’un  tel  point  est  double,  triple,.,.,  sui- 
vant qu’il  appartient  à deux,  ou  trois,...  branches. 
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Soit  toujours 

(1)  F(j,j)  = k = o 

réquation  rationnelle  de  la  courbe  proposée.  On  aura 


(*) 

du  , du 

Ty?  +diT=°' 

et 

du 

(3) 

. dx 

r =“ÂT 

dy 

Il  peut  arriver  deux  cas  : ou  les  branches  qui  se  réunissent 
au  point  multiple  se  coupent  mutuellement,  ou  elles  se 
touchent. 

Premier  cas.  — Supposons  que  le  lieu  géométrique  de 
l’équation  (1)  ait  di dérentes  branches  qui  se  coupent  en  un 
même  point.  Il  est  clair  qu’on  pourra  mener  par  ce  point 
autant  de  tangentes  diverses  qu’il  y a de  branches  distinctes. 
Ainsi , au  point  en  question , on  aura  plusieurs  valeurs 
dej/.  Soient  «,  «,  deux  de  ces  valeurs;  il  viendra 


du 


puis , par  soustraction  , 
du 

, dy 


(se  — a,  ) = o ; 


= 0, 


d’où  résulte  nécessairement 
• du 

dÿ 

et  par  suite,  à cause  de  l’équation  (a) , 

du  . o 

-y  — o et  y'  = — 
dx  O 

Deuxième  cas.  — Supposons  inainleiiantquc  les  branches 

' a5. 
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tic  la  courbe  se  touchent , et  même  qu’elles  aient  un  contact 
de  l’ordre  n.  Les  n premières  dérivées  y' , y . . , j(n),  auront 
alors  les  mêmes  valeurs  pour  ces  branches.  Mais  la  dérivée 
de  l’ordre  w-f-  i prendra  des  valeurs  dillérentos.  Or  la  dé- 
rivée de  l’ordre  n -j~  i de  l’équation  u = o peut  se  mettre 
sons  la  forme 


—X0 ,+1)  + * = o, 
dy 


en  représentant,  par  h l’assemblage  des  termes  en  x , > , 
y:',  y ", ...,  /(n).  Et  puisque  j("+1)  doit  avoir  plusieurs  va- 
leurs, il  viendra,  en  représentant  par  «,  a,  deux  de  ces 


valeurs , 

du 

— a 4-  * = 0 , 

du 

— a,  -4-  ft 
dy 

d’où 

* 

4. 

et  ensuite 


du 

dy 


; ( a — a,  ) = o , 


(lu  (lu 


comme  précédemment.  . - 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  les  coordonnées  d’un 
point  multiple  quelconque  doivent  toujours  vérifier  les 
équations 


u = o, 


du 

dy 


= o, 


du 

dx 


— O, 


et  l’on  voit  qu’en  ces  points,/'  se  présentera  sous  la  forme 
y'  — soit  que  les  branches  de  la  courbe  se  coupent , soit 


qu’elles  se  touchent;  avec  cette  différence,  toutefois,  que/' 
prend  plusieurs  valeurs  pour  un  point  où  les  branches  se 
coupent,  tandis  que  cette  dérivée  du  premier  ordre  n’a 
qu’une  valeur  pour  un  point  où  les  branches  se  touchent. 
Mais  il  n’est  pas  vrai  que,  réciproquement,  tout  point  dont 
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les  coordonnées  vérifient  les  équations 


d 


dy 


ou  pour  lequel  on  a y'  =-,  soit  par  cela  même  un  point 
multiple.  Par  exemple , l’équation 

y3 — (x — by  x — u — o 

donne 

du  _ , , , , , , du 

— = — 3 (x— b)‘x— (x  — by,  — =3y:, 

et 

, 3(x  — è )’  x ( x — b)1 

y — 3^ 

Or,  le  système  x ==  b , y = o satisfait  aux  équations 


i/tt 


du 


mais  le  point  (b,  o)  que  ce  système  désigne,  11’est  qu  un 
point  simple,  puisque  l’équation  proposée  peut  se  ré- 
duire à 

y=(x—b)xl, 

et  sous  cette  forme  on  voit  que  la  courbe  ne  se  compose  que 
d’une  seule  branche  ayant  x — b ,y  = o pour  coordonnées 
d’un  de  ses  points. 

Ainsi,  pour  trouver  les  points  multiples  d’une  courbe 
dont 

(1)  u = o 


est  l’équation  délivrée  de  radicaux , on  posera 


du  du 

dx  ’ dy 


o, 


et  l’on  cherchera  toutes  les  couples  des  valeurs  de  x et  de  y , 
qui  vérifient  en  même  temps  les  trois  équations  précédentes. 
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Ces  différentes  couples  désigneront  les  points  qui  seuls 
peuvent  être  multiples.  On  prendra  ensuite  la  dérivée  de 
l’équation 


(*) 


du  du 

Ty  r + ÏLc 


O, 


laquelle,  à 


cause  de  — = o , devient 
dy 


(3) 


d3  il  d'u  d1u 

+*dïd}X  +d^ 


On  substituera  dans  cette  équation  une  des  couples  des  va- 
leurs de  x et  y trouvées  précédemment,  et  si  les  fonctions 

d3u  d*u  d7  u . , . , • . 

dx*  ne  Sont  Poult  aneanties  Par  cette  substi- 
tution , alors  l’équation  précédente , qui  est  du  second  degré 
en  y donnera  deux  valeurs  pour  la  tangente  à la  courbe. 
Si  ces  deux  valeurs  sont  réelles,  il  y aura  un  point  double 
ou  une  intersection  de  deux  branches , et  les  deux  tangentes 
à ces  branches,  en  ce  point,  seront  déterminées  par  ces  va- 
leurs de  y1.  Mais  si  les  deux  racines  de  l’équation  (3)  sont 
imaginaires , il  y aura  un  point  sans  tangente,  et  par  con- 
séquent tout  à fait  isolé  des  branches  de  la  courbe.  C’est  ce 
qu’on  nomme  un  point  conjugué.  Nous  nous  occuperons 
plus  tard  de  cette  espèce  de  point. 

Dans  le  cas  où  une  couple  des  valeurs  de  x et  de  y ferait 
évanouir  tous  les  termes  de  l’équation  (3),  il  faudra  passer 
à la  dérivée  du  troisième  ordre,  dans  laquelle  y'"  et  y"  dis- 
paraissent , et  qui  se  réduit  à 


(4) 


d3  it  _ d3  u , . d3  u , d3  u 

r'»  3 v'«  4.  3 y'  H — : 

dy3  J dy3<lxJ  d\xdyJ  dx3 


Cette  équation , du  troisième  degré  en  y',  donnera  trois  va- 
leurs dey'-,  et  si  elles  sont  toutes  les  trois  réelles , on  en  con- 
clura un  point  triple , lequel  sera  d’intersection  ou  d’oscu- 
lation , suivant  que  ces  trois  racines  seront  inégales  ou  égales 
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entre  elles.  Mais  si  deux  de  ces  racines  étaient  imaginaires , 
il  n’y  aurait  pas  de  point  multiple. 

Lorsque  tous  les  termes  de  l’équation  (4)  se  trouvent 
annulés  par  le  système  des  valeurs  de  x et  y qu’on  éprouve, 
il  faut  recourir  à la  dérivée  du  quatrième  ordre , où  y1  est 
au  quatrième  degré.  Il  y aura  un  point  quadruple,  ou 
double,  suivant  que  les  quatre  racines  seront  réelles,  ou 
que  deux  seront  imaginaires.  En  général,  la  réunion  de  n 
branches  de  la  courbe  en  un  point  multiple  entraine  l’éga- 
lité à zéro  de  toutes  les  dérivées 

du  du  d7  u d7u  d' u d"~'  u d"~‘ u dn~'  u 

rfx’  dy'  dx7  ' dx  dy'  dy7  ' ’ dxn~' ' dxdya~ ’’  ’ dy*~' 

On  formera  ensuite  l’équation 

d"  u dn  u n — I.  d"  u dn  u „ 

dy"  ^ dxdyn~'~^~  2 dx7dyn~7  dx " ’ 

de  laquelle  on  déduira  les  n valeurs  de  y'. 

Applications.  — i°.  Soit 

ay3  — x7  y — bx3  = u =x  o , 

d’où 

~ = — 3 x7y  — 3 bx7 , ^ = 3 ay 7 — x3  ; 

, dx  dy 

l’hypothèse  x — o, y = o satisfait  aux  équations 


du  du 


elle  vérifie  également  les  égalités 
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Mais  elle  réduit  à — 6b,  0,0, 6 a les  dérivées  du  troisième 
ordre 


d1  u v* 


dsu 
dx3  dy 


6x, 


d3 u dsu 

dx  dy3  ° * dy * ° 


Ainsi  l'on  arrive  à ayn — b = o,  qui  ne  donne  pour  y' 
qu’une  seule  valeur  réelle , d’où  l’on  conclura  que  la  courbe 
est  dépourvue  de  point  multiple.  Il  en  est  de  même  de 
l’équation 

y 1 — mx  — t ix 3 = o , 

qui  représente  les  différentes  courbes  du  second  degré. 
a°.  Prenons 


a3  y3  — a3  x3  -4-  x*  = u = o , 


ayant  pour  lieu  une  courbe  nommée  lernniscaCe ; il  vient 

du  , du 

dx  4 ’ dy  1 

Le  système  x — o,  y = o faisant  évanouir  ces  trois  fonc- 
tions , il  faudra  passer  aux  dérivées  du  second  ordre 


d 3 u 
dx3 


— 2 a3 


1 2 x3, 


d3  u 
dx  dy 


d3  u 
dy3 


que  la  couple  x = o , y — o ne  réduit  pas  toutes  à zéro.  On 
trouve , pour  déterminer  y'. 


y'3 — i = o,  d’où  y'  = i fci. 

Donc  il  existe  deux  branches  qui  se  coupent  à l’origine  des 
coordonnées,  et  les  tangentes,  en  ce  point,  sont  bissec- 
trices des  angles  formés  par  les  axes  coordonnés. 

3°.  Soit 

x3  2 ax3  y — uy3  = u = o ; 


Digitized  by  Go.oglJ 


APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  3g3 

la  couple  x — o , y = o donne 


du  du 

'<  = °’  ^ = S = °’ 


d1  u 


d 2 u 


d' u 
dx* 


= O, 


iy'~  ’ dxdy—  ’ 
d* 

¥ 


dsu  _ rfJ« 
- -6"> 


d*  u , dsu 

d*dr  = *a'  l¥~0i 


d’où  résultent  l’équation 

• y,a  — 2jr'  = o, 

et  les  valeurs  jp'  = o,  y'  = ± y/a.  Ainsi  la  courbe  a trois 
branches  qui  se  coupent  à l’origine,  et  dont  l’une  est  tan- 
gente à Taxe  des  x. 

4°.  Soit 


d’où 


x*  — 2 aya  — 3 a1  — îo1i,+  «i=#  = 0| 


du  , , , 

— =r  4X'’  — 4°’ x — = 4x  (-r’  — 

^ = — 6 — 6 a’ y = — 6 ay  ( x -+•  «). 

Je  vois  que  les  trois  couples  de  coordonnées 
x=+a,y  = o;  x=—a,y  = o;  x = o ,y  = — a, 
vérifient  seules  les  conditions 

du  du 

u = °>  di=°>  dy~°‘ 

Donc  il  ne  peut  y avoir  que  trois  points  multiples;  pour 
s’assurer  qu’ils  existent  réellement  et  connaître  leur  degré 
de  multiplicité , il  faut  passer  aux  dérivées  du  second  ordre , ' 
et  voir  ce  qu’elles  deviennent  pour  les  trois  couples  précé- 
dentes. Or,  les  deux  systèmes 


= -h  a , y = o , x — u,  y = o 
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d7U 

dx7 


8 a 7 , 


d7u 
dx  dy 


= o, 


d7  u 
dy7 


— — 6a’; 


d’où  résulte  l’équation 


3 y 


— 4 = °.  et  y' = ± y/|- 


Le  troisième  système  x — o , y = — a donne , à son  tour, 

d7u  f y d7u  d7  u 

dx7  ^ ’ dx  dy  ’ dy7 


— 6 a7. 


et , par  suite, 


Partant,  la  courbe-possède  trois  points  doubles. 
5°.  Soit 

u = y*  — axy'  -+-  x*  ==  o; 


le  système  x = o , y — o donne 

du 


u =r  o . 


du 


dx 


d7  u 

lïÿ7 


d7  u ' d7  u 

dx  dy  ’ dx7 

Passant  aux  dérivées  du  troisième  ordre,  on  trouve 


d7  u . d7  u 
dfdi 


2 a, 


d7  u 

dx7  dy  ° ’ 


d7u 
dx 3 


= 24  •r- 


Comme  elles  ne  s’anéantissent  pas  toutes  par  les  valeurs 
x = o,y=o,  je  pose  l'équation 

24  y y'3  — 6 ay'7  4-  24  x = o , 


qui,  à cause  de  x~  o,  peut  s’écrire 

24  y y'3  — = y 3 (24  y y -6a)  = oj 

d’où 

y’7  = o et  24  y y' — 6a  = o, 
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. . ,6  a 

J =±Ot  X — —r = 00 

24/ 

pour  y — o.  Donc  l’origine  est  un  point  triple,  et  les  axes 
sont  tangents  à la  courbe. 

Voici  d’autres  exemples  : . 

/ 7 — x‘  — a7  x7  = o,  /’  — 3 axy  4-  x5  = o , 

/*  -+•  x4  — 3 a/5  -+-  2 bx 1 / = o , /*  — x‘  (i  — x1)  = o, 

/’  — x’ (i  — x’)  = o. 

■ 

235.  Points  de  rebroussement.  — Un  point  de  re- 
broussement est  celui  où  deux  branches  de  courbe  vien- 
nent s’arrêter  en  ayant,  en  ce  point,  une  tangente  com- 
mune. Le  point  de  rebroussement  est  du  premier  genre 
ou  du  second  genre , selon  que  les  deux  branches  se  trou- 
vent de  différents  côtés  ou  d’un  môme  côté  de  la  tangente 
commune.  11  faudra  donc  chercher  les  points  de  rebrous- 
sement parmi  les  points  doubles  pour  lesquels  y'  a deux 
valeurs  égales.  Soient  (a,  b)  les  coordonnées  d’un  tel  point, 
et  supposons  que  les  deux  valeurs  de  y'  proviennent  de  l’é- 
quation 

(/' -*)''=  o, 

c étant  une  quantité  finie  quelconque,  auquel  cas  le  re- 
broussement est  dit  oblique.  On  fera  tour  à tour 

» 

x = a — h,  x ~ a •+■  h , 

h représentant  une  grandeur  aussi  petite  qu’on  voudra.  Si 
ces  deux  hypothèses  conduisent  à une  valeur  de  y imagi- 
naire d’un  côté  du  point  (a,  b),  et  à deux  valeurs  réelles  de 
l’autre,  il  y aura  un  rebroussement  du  premier  ou  du  se- 
cond genre , selon  que  la  valeur  de  x , du  côté  où  la  courbe  a 
• son  coùrs,  fera  changer  de  signe  la  fonction  /"  ou  lui  con- 
servera le  même  signe. 
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Le  caractère  y ' = o appartient  au  rebroussement  hori- 
zontal, et  ce  rebroussement  sera  du  premier  genre  si , en 
faisant 

x — a — h,  r = ir  + /i, 

on  trouve  pourj-  une  valeur  imaginaire  d’un  côté  du  point 
(a,  ô),  et  deux  valeurs  réelles  de  l’autre  côté,  l’une  plus 
grande  et  l’autre  plus  petite  que  b.  Mais  si  les  deux  valeurs 
réelles  et  distinctes  de  correspondantes  à la  même  abscisse, 
sont  toutes  deux  plus  grandes  ou  toutes  deux  plus  petites 
que  b,  il  y aura  un  rebroussement  horizontal  du  second 
genre. 

Enfin  le  caractère  r7  = oc  convient  au  rebroussement 
vertical,  lequel  est  du  premier  genre  si,  pour  des  abscisses 
aussi  peu  différentes  qu’on  voudra  de  x — a,  on  trouve  des 
ordonnées  réelles  de  chaque  côté  du  point  (n,  b),  et  toutes 
deux  plus  grandes  ou  toutes  deux  plus  petites  que  b.  Mais 
le  rebroussement  vertical  est  du  second  genre , lorsqu’en 
faisant 

x = a — h,  x = a + b, 

on  obtient  pour  y une  valeur  imaginaire  d’un  côté  du  point 
( a , &),  et  deux  valeurs  réelles  de  l’autre,  toutes  deux  plus 
grandes  ou  toutes  deux  plus  petites  que  b. 

Exemples.  — i°.  Soit 

a [y  — x)J — (x  — by  ~ u — o; 

il  vient 

du 

— — 2 a (y  — x)  — a(x  — by  = o, 

du 

— =z7.a{y  — x)  = oj 

d’où 

x — b,  y — b. 

Ensuite 


d‘  Il 

7/x> 


2 a — 6(x  — b)  = o, 
d 1 u 

dy1  ’ 


dx  dy 
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ut  partant  l’équation 

: ray '*  — 4 °y'  •+■  în  — 6 (#  — b)  — o , 

Oll 

y'1  — ?.y'  -h  i = (y'  — i)’  = o. 

Il  existe  donc  un  point  (b,  b)  où  deux  branches  de  la  courbe 
ont  une  tangente communej'  = i.  D’ailleurs,  en  mettant 
l’équation  proposée  sous  la  forme 


y 


— b f 


on  voit  qucj^  est  imaginaire  pour  x <[  b et  réelle  tant  que 
b.  Aiusi  la  courbe  ne  s’étend  pas  à gauche  du  point 
(b , b)  ; mais  elle  se  développe  en  deux  branches  distinctes 
à droite  de  ce  point,  puisque,  pour  des  valeurs  positives  de 
x plus  grandes  que  b , y prend  deux  valeurs  réelles  et  diffé- 
rentes. Donc  il  y a rebroussement.  Pour  eu  reconnaître  le 
genre,  nous  poserons 

du 

, dx 2«(y  — x)+3(x  — b Y 3 (x  — b )* 

du  2 a (y  — .r)  * i a(y  — x)' 


dy 


y a 


en  substituant  pour  y — x sa  valeur  tirée  de  l'équation 

u =.  o. 

La  dérivée  du  second  ordre  sera 

y" u 3 

4 \ln[x  — b)' 

qui , pour  x y>  b , donne  deux  résultats  de  signes  contraires  ; 
d’où  il  suit  que  des  deux  brandies  de  la  courbe,  l’une  est 
convexe  et  l’autre  concave  envers  l’axe  des  x ; donc  le  re- 
broussement est  du  premier  genre. 
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( y — — x1  'Ÿ  '*■'*  zx  U zx.  O . 


398 

a°.  Soit 
On  trouve 

^=-4(/-x’)x-5.x‘  = o,  J==  2(7— x’)  = o, 

-■-4(r-.*,)*-+gf!  = ax±gv^,  y"=2±l-lfi. 

y - 2(7  — X!j  2V  y 4 


Le  système  # = o,/  = o vérifie  les  trois  premières  équa- 
tions et  réduit  la  quatrième  à y'  — o.  D’autre  part,  l’équa- 
tion proposée  donne 

7 = X1  ± fx*.  ’ ■ 


Ainsi  l’ordonnée  est  imaginaire  pour  des  abscisses  néga- 
tives, mais  elle  acquiert  deux  valeurs  réelles  et  dill'érentes 
lorsque  x est  positive.  On  voit  donc  qu’il  existe  un  point 
de  rebroussement  à l’origine  des  coordonnées. 

L’expression  de/"  montre  que  les  deux  branches  qui  for- 
ment ce  rebroussement  sont  1 une  et  1 autre  convexes  a 1 axe 
des  x tant  qu’on  a 


i5  r . 

— \x<^  2 , 

4 


' 225 


Mais  l’une  de  ces  branches  éprouve  une  inflexion  , et  de- 
vient concave  vers  l’axe  des  x,  aussitôt  que  x commence  à 

64 

dcvenir>^5 

3°.  On  verra  sans  peine  que  la  seconde  parabole  cubique 


y3  — ax2  = 


o 


se  compose  de  deux  branches  concaves  envers  l'axe  des  x , 
et  passant  par  l’origine,  où  elles  forment  un  rebroussement 
vertical. 

236.  Points  conjugués.  — Un  point  conjugue,  ou  isolé, 
est  celui  dont  les  coordonnées  vérifient  l’équation  d’une 
courbe  et  qui  en  est  tout  à fait  séparé.  Soit  toujours  u — o 
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l’équation  rationnelle  d’une  courbe  qu’on  suppose  avoir  un 
point  conjugué.  Je  dis  qu’en  ce  point,  comme  aux  points 
multiples,  la  valeur  de  y',  déduite  de  l’équation  u = o,  doit 
se  présenter  sous  la  forme 


o 

o 


En  effet,  admettons  que  x = a soit  l’abscisse  d’un  tel  point, 
l’ordonnée  correspondante  fournie  par  l’équation  explicite 
y = f{x)  de  la  courbe,  sera  réelle.  Mais  les  ordonnées  qui 
répondent  à x ± h seront  imaginaires,  h étant  une  quan- 
tité aussi  petite  qu’on  voudra.  Ces  ordonnées  proviennent 
de  la  série 

/(x±â)=/-±/i+/ ~±ym:~ . 

en  y faisant  x = a.  Il  faudra  donc  que  parmi  les  dérivées 
y',y\  y'",  etc.,  il  s’en  trouve  au  moins  une  qui  pourx=  a 
soit  imaginaire.  Appelons  la  première  de  ces  dérivées 
imaginaires.  La  dérivée  de  l’ordre  n de  l’équation  u = o 
peut  s’écrire  sous  la  forme 


du 

dr 


yW  K = o ; 


. et  puisque  la  fonction  y(n)  doit  être  imaginaire  pour  x = a, 
elle  renferme  nécessairement  un  radical  d’où  résultent 
plusieurs  valeurs  de  y(“).  Soient  « et  6 deux  de  ces  valeurs,, 
on  aura 


du  „ du  „ 

— a -f-  K — o,  — 6 -f-  K — o, 
rfy  rfy 


d’où 


puis 


du 


( a — ë )=  o, 


du 

WV  = °’ 
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du 

<iy 


donc,  finalement, 


du 

dx 

du 

dy 


o 

o 


■ * 


i 


Ce  symbole,  représentant  une  quantité  quelconque,  peut 
convenir  même  à une  valeur  imaginaire.  Nous  conclurons 
de  là  que,  lorsque  dans  la  recherche  des  points  multiples , 
on  est  conduit  à une  valeur  imaginaire  de  y',  le  point  pour 
lequel  cette  valeur  a lieu  est  un  point  isolé.  Cpendant  il 
peut  exister  des  points  conjugués  pour  lesquels  la  valeur 
de  y'  devient  réelle.  De  sorte  que  le  procédé  le  plus  sur 
pour  déterminer  les  points  isolés,  sera  de  faire  varier  .r 
d’une  manière  continue,  depuis  o jusqu’à  -+-00  et  jusqu’à 
— oo  . 

Exemples.  — Soit 

[y  — i)J  — (x — 2 )‘(x — 3)  = n = o,  ' -■ 

on  a 

^ = 2 (y  — i)  = o,  ^ = — (x-  2)’(5x  — i4)  = o, 

y'  = (*—  2)S(5-E—  4) 

2(^-1) 

Le  système  x — 2,  y = i vérifie  les  trois  premières  équa- 
tions et  réduit  la  quatrième  à 


Mais  si  l’on  substitue  à la  place  de  y sa  valeur  tirée  de 
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l’équation  « = o,  il  viendra 

(x  — 2)  (5x  — 14) 

2 y^x  — 3 

qui,  pour  x — 2,  donne  ^'=0,  et  pourtant  les  coordon 
nées  x — 2 , ,7  = 1 déterminent  un  point  isolé;  carj-  est 
imaginaire  pour  toutes  les  valeurs  de  x moindres  que  a, 
_y  = 1,  lorsque  2:  = 2 ; enfin  y est  encore  imaginaire  pour 
toutes  les  valeurs  de  x comprises  entre  2 et  3.  D’où  il  ré- 
sulte que  le  point  (x  ==  2,^  — 1)  est  en  efi’ct  séparé  de  la 
courbe. 

Soit  encore  l’équation 

ayJ  — xJ -f-  b x1  = u — o ; 
la  méthode  des  points  multiples  donnera 


du 

-——1  ay,  — 
dy  dx 


du  d*  u 

= — 3 x’  -J-  2 bx , — — =2  a , 

dy 7 


d,u  d*u 

= 0,  = — Cx-t-2  b. 


dy  dx  ’ dx 
Pour  x = o , y — o,  il  yient 

ay'*  -+■  b = o , 

d’où 

Ainsi  l’origine  est  un  point  isolé. 

237.  Si  l'équation  de  la  courbe  a la  forme  explicite, 
recherche  des  points  singuliers  est  très-aisée. 

Soit 

•y—  3 a*  x1  — b* x -f-  c‘  ; 

on  en  déduit 

y'—qa'x*—  b\  y"=\%a*x. 

Posons 

9 a* x* — b*  = o,  > . 

• 26 
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cette  double  valeur  donnera 


Donc 

y"  = ± 6 a b'. 

b‘ 

x ZZ2  H 

^3  a 

4 

r 

' 

répond  au  minimum 
et 

2 b* 

y — cs 1 

9" 

• 

- 

b 1 
3 a 

répond  au  maximum 

2 b * 

y = cs  -1 

9" 

A * 

L’équation 

y = (x  — 3)  \fx~-— 2 -f-  i 

donne 


./ x — 3 

y'z=\]x  — 2 H ==• 

2 Vx  — 2 

Pour  toute  valeur  de  x<^2,  y est  imaginaire,  mais  x = 2 
donne  j = 1 et  y'  = 00  ; enfin  toute  valeur  de  x'y>i  con- 
duit à deux  valeurs  réelles  de  y.  On  voit  donc  que  la  courbe , 
limitée  par  l’ordonnée  correspondante  à .r  = 2 , s’étend  à 
droite  de  cette  ordonnée,  suivant  deux  branches  indéfinies 
qui , d’ailleurs , se  coupent  au  point  (x  = 3 , y — 1),  puis- 
qu’on y a 

y=±\ft-  ■ 

La  courbe 

y — (x  — 2 ) ^x — 3 -+-  1 

a un  point  conjugué  (x  = 2,  y = 1)  annoncé  par  la  valeur 

y = ± v'—  1 • 
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L’équation 

y = x — (x  — a)', 

traitée  d’après  la  méthode  du  n°  232,  donne 

7'=  i — 3 (x  — a)’,  y"=  — 6(x  — a). 

Posant  ensuite  x = a,  il  vient 

y"  — °>  y'=  i,  r = 

et  l’on  reconnaît  une  inflexion  au  point  x = y = a,  puisque 
x = a — h,x  — a-\-h  font  changer  de  signe  la  quanti  lé  y". 
Enfin  l’équation 

* ' 7 ==  h -t-  c x “fc  a \fjÿ 

donne 

> _4_  3 „ , 3 a 

y = c rfc  - a y x,  r — ± -y  —=• 

2 'I  \[x 

Pour  x — o on  a y = b , et  il  est  visible  qu’à  des  valeurs 
négatives  de  x correspondent  des  valeurs  imaginaires  de  y. 
D’où  il  suit  que  la  courbe  ne  s’étend  pas  à gauche  du  point 
(x  = o,  y — b),  mais  qu’elle  se  développe  en  deux  bran- 
ches distinctes  à droite  de  ce  point,  puisque  pour  chaque 
valeur  positive  de  x , y prend  deux  valeurs  réelles  et  diflé- 
rentes.  D’ailleurs  le  double  signe  de  y" , en  v faisant 

x - -H  h , 

indique  aussi  deux  branches,  l’une  convexe,  l’autre  con- 
cave à l’axe  des  x.  11  y a donc  un  point  de  rebroussement 
du  premier  genre,  et  la  tangente  commune  en  ce  point  est 
déterminée  par  la  valeur  y'=  c. 

En  général,  pour  obtenir  les  points  singuliers  d’une 
courbe,  cherchez  pour  quelles  valeurs  de  x les  dérivées  y' , 

y" , etc.,  deviennent  o,  ou ao  , ou  Examinez  ensuite  com- 
bien il  passe  de  branchas  par  les  points  correspondants  à 
ces  valeurs , et  si  elles  s’étendent  ou  non  au  delà  de  ces 
points;  enfin  déterminez  la  position  de  ces  branches  en 

afi. 
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calculant  leurs  tangentes  ou  les  valeurs  île  y'  relatives  à 
ces  memes  points. 


Points  singuliers  des  courbes  transcendantes . 

238.  Les  courbes  transcendantes  ont  aussi  des  points  sin- 
guliers qui  leur  sont  propres,  savoir  des  points  d’arrêt  et 
des  points  saillants  ou  anguleux. 

239.  Points  h’artiêt.  — On  donne  ce  nom  à tout  point 
où  s’arrête  brusquement  une  branche  unique  de  courbe. 
Soit 


attribuons  d’abord  à x des  valeurs  positives  et  croissantes 
depuis  o jusqu’à  -I-  ao  .-On  verra  que  x — o donne 

y =:  -t-co  ; 

x croissant,  y diminue;  et  lorsque  ,r  = 4-  oo  , on  a 

y — ■+■  > • 

11  reste  à examiner  ce  que  devient  y lorsque  x prend  des 
valeurs  négatives.  Pour  cela,  nous  observerons  que 


et  il  s’agira  de  déterminer  les  valeurs  de  j-  correspondantes 
aux  valeurs  positives  de  x dans  l’équation 


i 


Or  ici  x = o donne  y = o ; x augmentant,  y augmente 
aussi  ; enfin  x = oo  donney  = -f-i.  Il  résulte  de  l’ensemble 
de  toutes  ces  valeurs  que  la  courbe  se  compose  de  deux 
brandies  situées  de  part  et  d’autre  de  l’axe  des  y.  Celle  du 
côté  des  .r  positives  a pour  asymptotes  l’axe  des  y et  une 
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parallèle  menée  à l’axe  desx,  à la  distance  -+- 1 de  cet  axe. 
La  branche  située  du  côté  des  abscisses  négatives  a cette 
même  droite  pour  asymptote,  et  s’arrête  brusquement  à 
l'origine  en  venant  de  l’infini  négatif.  Cette  dernière  branche 
touche  l’axe  des  x à Longue  des  coordonnées  ; car  son  équa- 
tion étant 


sa  tangente , en  ce  point , sera  la  limite  du  rapport 


Or  la  formule  générale 
donne 


y i 

x y 
xex 


x 1 x3 

e*  = i + H 

i b 


, i i i 

c = i -J-  - H-  ■* — : -+-  p — ; -4- . . . . 
- x ix1  b x3 


Donc 


xe*  =x  + l 


2 X Gx' 


Faisant  x = o,  on  trouve 


puis 


xe  — co 


..y  ,i 

lim-  = y = — = o. 

X 00 


Comme  les  nombres  négatifs  n’ont  point  de  logarithmes, 
on  ne  peut  donner  à X que  des  valeurs  positives  dans  la  lo- 
garithmique — • Mais  si  l’on  fait  croître  x d une  ma- 

nière continue  depuis  o jusqu’à  -f-ao  , on  verra  facilement 
que  la  courbe  se  compose , ainsi  que  la  précédente,  de  deux 
branches  infinies.  L’une  s’arrête  brusquement  à l’origine 
et  s’étend  indéfiniment , à partir  de  ce  point,  au-dessous  de 
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l’axe  dçsa?,  en  s’approchant  sans  cesse  d’une  parallèle  x = i 

menée  à l’axe  des  y,  laquelle  est  aussi  asymptote , avec  l’axe 

des  x,  à l’autre  branche.  Ainsi  l’origine  est  encore  un  point 

d’arrêt. 

En  procédant  de  la  même  manière  à l’égard  de  l’équation 
y — x Ix , 

on  reconnaîtra  que  la  logarithmique  qu’elle  représente  a 
pareillement  un  point  d’arrêt  à l’origine,  et  qu’elle  coupe 
l’axe  des  x sous  l’abscisse  x = i . 

2i0.  Points  saillants.  — Un  point  saillant,  ou  angu- 
leux, est  celui  où  deux  branches  de  courbes  viennent  se 
terminer  sans  y avoir  la  même  tangente.  Tel  est  le  point 
correspondant  à x = o dans  la  courbe  représentée  par 
l’équation 

• x 


i 


Si , pour  connaître  le  cours  de  cette  courbe , on  fait  varier  x 
d’une  manière  continue  depuis  x = o jusqu’à  x=  -+-  oo  et 
jusqu’à  x = — oo  ,on  reconnaîtra  facilement  qu’elle  sc  com- 
pose de  deux  branches  qui  se  terminent  à l’origine  des  coor- 
données et  s’étendent  à l’infini  de  part  et  d’autre  de  l’axe 
des  r,  l’une  au-dessus  de  l’axe  des  x et  l’autre  au-dessous 
de  ce  même  axe.  Pour  mener  à l’origine  une  tangente  à 
chacune  de  ces  branches,  il  suffira  de  chercher  les  limites 
vers  lesquelles  tendent  les  quantités 


et 


lorsque  x tend  vers  zéro.  On  verra  que  ces  limites  sont  o et 
l’unité.  I.a  branche  positive  a donc  pour  tangente  l’axe  des  x , 
et  la  branche  négative  a pour  tangente  la  bissectrice  de 
l’angle  des  coordonnées  négatives. 
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Analyse  des  courbes. 

241  : Analyser  une  courbe , c'est  rechercher  ses  points 
singuliers , sa  position  par  rapport  aux  axes  coordonnés , sa 
figure  par  rapport  à elle-même,  ses  branches,  ses  asymp- 
totes , en  un  mot  toutes  les  circonstances  qui  lui  sont  rela- 
tives. 


Premier  exemple.  — Discuter  la  courbe 

x*  — 2 a y3  — 3 à* y1  — 2 a7  x7  -+-  a'  = u ~ o. 

Comme  x n’entre  dans  cette  équation  qu’à  des  puissances 
paires,  la  courbe  qui  en  est  le  lieu  géométrique  est  symé- 
trique par  rapport  à l’axe  desj^.  Elle  rencontre  cet  axe  aux 

points  y = — a,y—  car  ce  sont  les  valeurs  qui  véri- 
fient le  résultat 

2 ay*+  3 a’/'=  a', 

provenant  de  l’équation  u — o lorsqu’on  y fait  x = o.  Si 
l’on  suppose,  à son  tour,  y — a,  l’équation  proposée  de- 
viendra 

x1  — 2 a’x’-t-  a'  = (x5  — a7)1—  o. 

Ainsi  la  courbe  traverse  l’axe  des  x aux  points  x — ± a. 
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La  recherche  des  points  multiples  (page  393,  4°-  ) fait 
trouver  trois  points  doubles  précisément  aux  deux  points 
I,  I'  où  la  courbe  coupc  l’axe  des  abscisses,  et  à celui  A où 
elle  traverse  l’axe  des  ordonnées  négatives.  Les  valeurs 

r'=±  Vï.  y=±f\, 

déterminent  les  inclinaisons  des  branches  en  ces  mêmes 
points  sur  l’axe  des  x. 

Nous  obtiendrons  les  points  maxima  et  minima  en  cher- 
chant les  valeurs  de  x et  y qui  vérifient  à la  fois  les  équa- 
tions 

" du 

, dx 

“ = °>  r=-Tu=°’ 


on  plutôt  les  équations 


dr 


du 

“ dï=°’ 


du 


sans  vérifier  — = o,  car  alors  on  aurait 

ay 


quantité  arbitraire.  Or, 


du  , 

^ = 4 x(x’~a’)  = o 

conduit  aux  deux  hypothèses 

i = o,  x = ± a. 

✓ • - 

i°.  En  faisant  x = o , l’équation  u = o devient 

• r3-f-T«r’— 7aî=(r  + ^)’ — ^ 

Je  rejette  la  valeur  y = — a , qui  satisfait  ù 


du 


- — — S«/(y  + «)  = o, 
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et  je  vois  que  le  point 

H(x  = °’  -y=ï) 

> ( 

est  un  de  ceux  de  la  courbe  pour  lesquels  la  tangente  est 
parallèle  à Taxe  des  x 5 enfin  ce  point  est  un  maximum, 

puisque  ses  coordonnées  rendent  y"  = — -y—  plus  petit 

que  zéro. 

20.  L’hypothèse  x = ±«,  introduite  dans  Péquation 
u — o , donne 

2/  + 3a  = o,  d’où  y — — i»; 

et  les  points 

B,C(x=±fl,  y = — \a) 

sont  les  minima  de  la  courbe,  parce  que  y"  devient  positif 
pour  ces  deux  systèmes  de  coordonnées , et  que  les  plus 
grandes  ordonnées  négatives  IC,  l'B  doivent  être  considé- 
rées comme  les  plus  petites,  vu  quelles  s’approchent  da- 
vantage de  l’infini  négatif. 

Pour  connaître  les  limites  de  la  courbe , nous  poserons 
. . y'—c o,  ou  yly  + a)=o~ 

Cette  condition  est  satisfaite  par 

y = o et  y — — a. 

Mais  la  valeur  y = o,  introduite  dans  l’équation  u—o, 
donne 

x = ±«, 

et  ne  saurait  être  admise,  puisqu’elle  conduit  à 


410  chapitre  quatrième. 

La  valeur  y = — a Iransforrae  u = o en 

x1  — 2 a7x'  = x'  (x3 — 2 a’)  — o , 

d’où 


1 = rfc « ^2, 


OU  X,  — o. 


Cetle  dernière  valeur  doit  être  rejetée,  puisqu’elle  annule 

du  ...  . 

— • Ainsi  les  points 
dx 

E,  D (i  = ±a  \fl , y — — a) 
seront  les  limites  cherchées,  et 

OG  = OF  = «r  y^2 , GE  = FD  = OA  = a. 
Deuxième  exemple.  — On  verra,  de  même,  que  la  courbe 
, x*  -4-  2 ax7  y -f-  ay3  = o 

est  symétrique  par  rapport  à l’axe  des  jy;  qu’elle  a un  point 
triple  à l’origine  formé  par  trois  branches  dont  l’une  est 
tangente  à l’axe  des  x , et  les  deux  autres  touchent  les 
j • , , 11  b ' • 

droites  y — ± w ; que  ses  points  maxima  correspon- 
dent aux  coordonnées 

(x  = ±fl,  y — — a), 

r ' , ; 

, et  ses  limites  aux  points 


(x=±LSb,  r = -^).-. 


Troisième  exemple.  — La  courbe 

y * — x1  — 2 bxy 3 =r  o 

est  semblable  au-dessus  et  au-dessous  de  l’axe  des  x 5 elle 
se  compose  de  trois  branches  passant  toutes  par  l’origine, 
où  elles  touchent,  l’une  l’axe  des  y,  les  deux  autres  l’axe 
des  x.  Elle  a , de  plus,  deux  asymptotes  déterminées  par  l’ab- 

. suisse  x — — -»  et  inclinées  sur  l’axe  des  abscisses  de  45  de- 

2 > ■ 

grés. 
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Usage  des  coordonnées  polaires. 

242.  Soient  s le  rayon  vecteur  ou  la  droite  menée  de  l’ori- 
gine ou  pôle,  à un  point  quelconque  (x,  y ),  et  6 l’augle 
formé  par  ce  rayon  vecteur  avec  l’axe  des  x positifs.  La 
position  du  point  (ar,  y)  sera  aussi  bien  déterminée  par  les 
coordonnées  polaires  z et  0 que  par  les  coordonnées  rec- 
tangulaires x et  y.  Le  rayon  vecteur  est  pris  toujours  posi- 
tivement: l’angle  9 peut  all’ecter  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini.  On  a 
x — zcosO,  ^-  = zsin0, 

d’où 

z — ^ x' y1 1 - = tangO,  0 = arc  ^ tang  = - j , 


tlz  : 


xdx  -(-  ydy 


<10  = 


xdy  — ydx 
-4 -y' 


\Jx*  -f-  y1 

On  trouve  aussi,  en  prenant  0 pour  la  variable  indé- 
pendante, 


<lx 

rfÔ 


= cos  t 


dz 

To 

dy  . . dz 
rf0=:S,n9^ 


— z sin  0,  dx  = eoà  Odz  — z sin  QdQ  , 
-4- z cos  0,  dy  = sin  0 dz  4-  zcos  OdO , 


d*x 


■ = cos  ! 


. dz 

— îsmO  — i 
dO 


' d’z 

do*  \7w  ~ 

d* x = cos  0 ( d*z  — zdO ’)  — 2 sin  0 d Odz, 

d'y  . ( d'z  \ dz 

— - — sin  0 — — z -f-  2 cos  0 - i 
dW  ydQ'  / dO  , 

d‘y  = sin  0 (r/!z  — zd 0S)  2 cos  0 dOdz, 


dx 

dO 

dy 


dO 
dx 

dÔ  d 0 


y 


dy. 

dO 

dx 


dO 


xdx  + ydy  = z<lz , 


. = z1,  xdy  — ydx  = z‘dO, 
dO  JJ 

\x  d1y  dy  d’1! . / dz  \ * il1  z 

Ti  hw  Tïô  «Tfiî  ~ " + ' Tin  ) 
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Pour  passer  d’un  système  de  coordonnées  rectilignes  aux 
coordonnées  polaires  (z,  0),  il  faudra  d’abord  transformer 
l’équation  en  coordonnées  rectangles  (x , y) , si  elles  sont 
obliques;  puis,  l’origine  étant  placée  au  pôle  delà  courbe, 
on  substituera  au  lieu  des  coordonnées  X,  y et  de  leurs 
différentielles , leurs  valeurs  précédentes.  Réciproquement, 
on  transforme  quelquefois  les  coordonnées  polaires  en  coor- 
données rectangles.  C’est  ainsi  que  l’équation  z = «0,  qui 
est  celle  de  la  spirale  d’Archimède  (150) , donne 


s/x'1 


rt - y7  a arc  I tang 


=ï) 


OU 


y ( -f-  r2\  sjx*  -+-r,w 

J = tang^_jljt  y — x tang  - ^ 

243.  Il  est  facile  de  déterminer  en  coordonnées  polaires 
l’angle  ë que  fait  le  rayon  vecteur  en  un  point  quelconque 
(x,  y)  de  la  courbe  avec  la  tangente  menée  au  même  point. 
Car,  en- appelant  t l’angle  formé  par  celle-ci  avec  l’axe 
des  x positifs  , on  a 

tang  t — tang  0 * 


Or, 


donc 


tang  6 = tang  (7 


dy 

taug7=-, 


1 tang  t tang  6 


tang  6 = - ; 

X 


tang  (r  — 9) 


dJL. 

- . dx 


y 

X 


y dy 

x dx 


x dy  — y dx 
xdx-\-  y dy 


Mais  011  a trouvé 

x dy  — y dx  — z‘  c/9  , x dx  -f-  y dy  = z dz  ; 
d’où  il  résulte 

(«)  tang  (r  — 0)  = tangê  = z — • 

244.  Si  par  I origine  ou  le  pôle  P 011  mène  une  perpen- 
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diculaire  NT  au  rayon  vecteur  PM , la  partie  PT  de  cette 
perpendiculaire  comprise  depuis  le  pôle  jusqu’à  la  tan- 
gente, s’appelle  la  sous- tangente  polaire  S tp.  L’autre 
partie  PN  de  cette  perpendiculaire,  comprise  entre  le  pôle 
et  la  normale,  est  la  sous-normale  polaire  S np.  Les  lon- 
gueurs MT,  MN  de  la  tangente  et  de  la  normale  comprises 
entre  le  point  de  contact  et  la  perpendiculaire  menée  au 
rayon  vecteur  par  le  pôle,  sont  proprement  la  tangente  et 
la  normale  polaires  Tp,  Np. 


Appelons  « l’angle  T formé  par  la  tangente  et  la  perpen- 
diculaire au  rayon  vecteur.  Cet  angle  est  nécessairement 
aigu,  ainsi  que  l’angle  6,  son  complément;  donc  taug  a et 
cotang  6 sont  des  quantités  égales  et  positives.  Or  on  a 


cotang  6 = 2 * 

tang  § . 

Substituant  à la  place  de  tang  ê sa  valeur  donnée  par  la 
formule  (a),  nous  pourrons  écrire  : 

(b)  rotang  (t— 9)  = tanga  =Jz~, 


ayant  soin  de  prendre  le  signe  supérieur  lorsque  z croît  en 
même  temps  que  6 , et  le  signe  inférieur  lorsque  z,  supposé 
toujours  positif,  décroît  en  même  temps  que  6 augmente, 


4 1 4 CHAPITRE  QUATRIÈME.  . - 

parce  qu  alors  ^ est  négatif.  On  trouve  ensuite,  en  n’ayant 
égard  qu’aux  valeurs  absolues , 

dz  z dO 


\Jz 7 dû7  dz 7 


, eos  a = 


y/z’  dO7  -+-  dz7 

Cela  posé , le  triangle  rectangle  MPT,  dans  lequel  PM  = z , 
PT  = S lp,  l’angle  T = a , MT  = Tp , donne 

z z1  d9 


S',= 


taeg  a 


dz 


i — / dO 7 /dz7  -+-  z7  dQ7 

t, = s,i= * y ' + ÿ =’V  sr--  ■ 

De  même,  le  triangle  MPN,  dans  lequel  PN  = S«p, 
MN  = Np,  angle  N = 6,  donne 

dz 


fin.  — , 

p tang? 


et 


rfz’  -t-  z‘  f/ô1 
’rfO’ 


Si  dans  la  formule  fis  = / dx*  <lj* , qui  est  la  diffé- 

rentielle de  l’arc  en  coordonnées  rectangles,  on  substitue 
pour  fixe  t dy  leurs  valeurs  calculées  précédemment,  on 
obtiendra  l’élément  de  l’arc  en  coordonnées  polaires,  sa- 
voir : - . . 


On  a trouvé  p — 


d‘y 

dx7 


pour  l’expression  du  rayon 


de  courbure  en  coordonnées  rectangulaires,  la  variable 
principale  étant  x.  Afin  de  convertir  cette  expression  en 
coordonnées  polaires , il  faut  prendre  0 pour  variable  indé- 
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d’où 

1 (ÿV+ 

C^VÏ'.- 

r 

\ 

L w 

w J 

dx  d2  y dy  d2x 

" dô  1¥  ~ Tilt  7t¥ 

11  ne  reste  plus  qu’à  remplacer  les  dérivées  qui  entrent 
dans  cette  équation,  par  leurs  valeurs  déjà  trouvées,  et  l’on 
aura  - 


l , fo'Ÿ 

- 


dz2 

'7w 


d'z 

rfF 


On  arrive  au  même  résultat  en  partant  de  la  formule 


P = 


ds 

dï' 


dz 

En  effet,  l’équation  cotang  (t — 0)  = — — donne,  étant  dil- 
férentiée , 


d’où 


dx  — dO  f i dz  \ 

sin1  (t — 0)  \z  dO/  ’ 


dO 


sin1  (t  — 0)  sinJ  (r  — 0) 


\s  dO ) 


dx  = dô  — sin’  (t  — 0)  d ( — ^ 


/I  * \ 

\z  dû j 


dx 

dO 


— i — sinJ  (t  — 0) 


rf0 


Mais 


sin’  (t  — 0 ) = 


1 -t-  COt5  ( T — 0 ) 

■I+Y*V 

+ Uf/oi 

'(ïjÎ) 

dO 


dz  dz 


d2  z 


z2d0  dO  z df)‘ 


■>  ; ■ ■ . 
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Donc 
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OU 


d T 

To : 


fl  T ~ 


I H-  2 


/ dz  Y rf’z 

_ 7/Ô7 


I rt- 


rfz  y 
z il  0 ) 


( di\  * f/J2 

/ rfz\3 

'+U 


D’un  autre  côté,  on  a 

ds  = d 0 ^ z7 


</zJV 

rfô» 


partant 


rfs 

Iz 


! dz'\ 1 

e/z1  <-/' z ' 

z’  + 2^-%7ô'' 


comme  précédemment. 

U est  évident,  d’après  la  formule 

dz  — | ( xdy  — ydx ) (137) , 

et  la  valeur  trouvée  pour  xdy  — ydx , que  la  différentielle 
du  secteur  curviligne  sera , en  coordonnées  polaires , 

- dz  — itz-^z1  dO. 

On  prend  le  signe  -+-  lorsque  r et  0 croissent  et  décroissent 
.en  même  temps,  et  le  sigue  — dans  le  cas  contraire. 

245.  Si  le  pôle  (a , 6)  n’est  pas  à l’origine  des  axes  rec- 
tangulaires, on  aura 

x = a + z cos  9 , y = 6 -t-  z sin  O. 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  l’équation 

4 ' . 

y = ax  H-  b 
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donne 

z (sin  0 — a cos  0)  + 6 — a a — 6 = o , 

d’où 

(c)  — g,—  t) 

sin  0 — rt  cos  0 

pour  l’équation  polaire  de  la  ligne  droite. 

On  peut  trouver  une  équation  de  la  ligne  droite,  plus 
simple  que  la  précédente.  Car,  si  â désigne  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  pôle  sur  une  droite  quelconque,  le  triangle 
formé  par  cette  perpendiculaire  , le  rayon  vecteur  z et  la 
droite  elle-même,  fournit  la  relation 

£ = z sin  (t  ■ — 0), 

T étant  l’angle  que  fait  la  ligne  dont  il  s'agit  avec  Taxe 
des  a:  5 il  vient  ensuite 

3 

sin  (t‘ — 0) 

Mais  il  reste,  pour  l’entière  détermination  de  la  droite,  à 
spécifier  de  quel  côté  elle  est  placée  par  rapport  au  pôle. 

246.  La  formule  (c)  conduit  bien  simplement  à l’expres- 
sion, de  la  distance  d’un  point  (a,  6)  à une  droite  donnée 
y =zax-\-  b.  Supposons,  en  effet,  le  rayon  z perpendicu- 
laire sur  cette  droite;  si  l’on  tire  par  le  point  (ce,  6)  une 
parallèle  à l’axe  des  .r,  les  angles  qu  elle  formera  avec  la 
perpendiculaire  et  avec  la  droite  dounée  seront  complément 
l’un  de  l’autre.  Donc,  à cause  de  0 négatif,  on  aura 

, a 

tanu  0 = ? d’où  cos  0 = /-■■  ■ - ) 

° a v«  - *- i 

et  l’équation  (c) , mise  sous  la  forme 

— (§  — a a.  — b') 
cosO(tang0  — a)’ 


devient 


' 6 — a a — b 
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247.  En  faisant 


x = îcos9,  y=:sinG, 

dans  l'Équation 

ô'-r’d:  «3j3  = a'b\ 

qui  est  celle  de  l’ellipse  et  de  l’hyperbole  rapportées  à leurs 
axes  principaux , on  trouvera  pour  l'équation  polaire  de  ces 
courbes,  le  pôle  étant  au  centre, 

a' b"  dt  ab 

Z*  ~~  ■-——■■■  ...  ■ y f){]  z — — — 

b- cos’û ± «3 sin3 0 Cos0  v'ô>  .+.  n3 tatig'O  ’ 


pour  l’ellipse,  et 

zïzab 

z — . < 

cos  9 b-  — a3  tang3  0 

pour  l’hyperbole. 

D’ap  rès  ces  doubles  expressions  de  z , on  voit  que  si , par 
le  centre  de  l’ellipse  ou  de  1 hyperbole,  on  tire  une  droite 
quelconque  terminée  de  part  et  d’autre  à la  courbe,  les 
parties  interceptées  entre  le  centre  et  la  courbe  seront 
égales.  Le  signe  inférieur  est  relatif  au  cas  où  cos  0 est  né- 
gatif. De  plus,  lorsqu'il  .s’agit  de  l’hyperbole,  pour  que  la 
valeur  de  z soit  réelle,  il  faut  qu’on  ait 

b'  b1 

tang'O  <r—>  ou  tang3  9 = — • 
a3  a 


Soit  tang1  0 = — i il  en  résulte 


tang  Q — ’àz  ■ 


et 


co  ; 


donc  alors  le  rayon  vecteur  devient  asymptote,  et  l’angle 

formé  par  celle-ci  avec  l’axe  des  x sera  ± c’est-à-dire 
* a 

que  les  asymptotes  séparent  les  droites  menées  du  centre 

qui  rencontrent  la  courbe,  de  celles  qui  ne  la  rencontrent 

pas. 

218.  Cherchons  maintenant  une  équation  polaire  com- 


t 
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mune  aux  trois  courbes  du  second  degré.  A cet  effet  nous 
placerons  le  pôle  au  foyer  de  chacune  d’elles,  en  prenant 
pour  l’ellipse  et  l’hyperbole,  le  foyer  situé  du  côté  des  x 
négatives. 

A l’égard  de  la  parabole,  on  a 


de  sorte  qu’il  faudra  substituer 


y — z sin  0 , x -f-  s cos  0, 

dans  l’équation  y*  — 2 px  de  cette  courbe,  ce  qui  donnera 
s’ sin’  0 = p’  -1-  ipz  cos  S. 

Cette  dernière  équation , à cause  de  sin’  0 = 1 — cos*  0 , se 
réduit  à 

z'  — [z  cos  0 p)1,  d’où  z=zcos0-H/>, 

et  enfin 


Si  l'on  fait  6 = 0,  a = — c,  c désignant  l’abscisse  du 
foyer  ou  l’excentricité  de  l’ellipse  et  de  l’hyperbole,  les 
valeurs  x — z cos  0 — c , y — z sin  0 seront  les  coordonnées 
polaires  relatives  au  foyer  situé  à gauche  de  l’axe  des  y ; et 
l’équation  de  ces  deux  courbes  x*  ± «’  y*  — «’  b*  de- 

viendra , en  observant  que  sin*  0 ==  1 — cos!0, 
a’z’  = (cz  cos  0 b')’, 

ou 

az  — cz  <'os  0 -f-  b',  . ~ • 

et,  par  suite, 

ô5 

~ <t  — c cos  0 

b*  c "*»#*• 

Posons  — = p et  - = c , on  aura  pour  l’équation  polaire  des 

deux  courbes, 

1 — C cos  0 1 , - - 


2J. 
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la  quantité  e est  plus  petite  que  l'unité  dans  le  cas  de  l’el- 
lipse; elle  est  plus  grande  que  l’unité  pour  l’hyperbole. 

Ainsi  l’équation  polaire  z — — — - - représentera  une 

ellipse,  une  parabole,  ou  une  hyperbole,  suivant  qu’on 
aura 

c i , ou  e.  = i , ou  e i . 


montre  ensuite  queda  sous-tangente  polaire  de  la  parabole 

est  égale  sC D'ailleurs  il  est  visible  que  l’angle  formé 

par  cette  droite  avec  l'axe  des  x est  le  complément  de 
l’angle  6 que  fait  le  rayon  vecteur  avec  le  même  axe.  Donc , 
en  abaissant  la  perpendiculaire  TD  sur  le  diamètre,  on 
aura 

PD  = PT . sin  0 = />. 

Celte  valeur  étant  indépendante  de  9 sera  la  même  pour 
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applications  géométriques  ou  calcul  différentiel.  4al 
toutes  les  extrémités  des  sous  - tangentes  polaires  de  la 
courbe.  Nous  avons  déjà  nommé  directrice  la  perpendicu- 
laire sur  le  diamètre  dont  la  distance  au  foyer  est  égale  au 
demi-paramètre;  il  s’ensuit'que  la  directrice  de  la  parabole 
est  le  lieu  des  extrémités  des  sous-tangentes  polaires  de 
cette  courbe. 

La  même  propriété  se  vérifie  encore  pour  l’ellipse  et 

1 hyperbole.  Kn  ellet,  de  l'équation  s = — — — i qui  est 

commune  à ces  deux  courbes,  on  déduit 


d'où  résulte 


dz 

dh 


Sf 


pc  sin  9 
( i — c cos  0 )'  ’ 

P 


e sin  0 


Or  le  triangle  TDP  donne 


PD  = PT.COsTPD  St„.  sin  0 = 

e 


Comme  cette  valeur  est  indépendante  de  0,  il  s'ensuit  que 
quelle  que  soit  la  position  du  rayon  vecteur,  le  lieu  des 
extrémités  extérieures  des  sous-tan  gantes  sera  une  droite- 
perpendiculaire  au  grand  axe,  cl  celte  perpendiculaire 
n'est  autre  chose  que  la  directrice  de  la  courbe.  Car,  en 
appelant  d la  distance  du  centre  à cette  directrice,  on  a, 
d’après  sa  définition, 

a» 


c 


Or,  à cause  de 
il  vient 


p b ! 

e.  c 


Mais  dans  l’ellipse  ayant  son  centre  en  O,  ou  trouve 

b 7 e, 7 •+■  b ' a 7 

OD  = OP  -4-  PD  = c -| = = -• 

c c c 
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Dans  l’hyperbole  dont  le  rentre  est  en  O',  on  obtient 

, o1  — ù7  a 7 

O D ~ OP  — PD  = — — 

* c c 

11  résulte  de  ce  qui  précède  un  moyen  facile  pour  mener 
une  tangente  à une  courbe  du  second  degré  par  un  point 
quelconque  M de  sa  circonférence.  On  lire  le  rayon  vecteur 
PM,  puis,  par  le  foyer,  une  perpendiculaire  à ce  rayon; 
et,  enfin,  par  le  point  T où  cette  perpendiculaire  coupe 
la  directrice,  et  par  le  point  donné  on  conduira  une  droite 
qui  sera  la  tangente  demandée. 

2Î>0.  Pour  obtenir  l’équation  polaire  de  la  qtiadra- 
trice  (1-46),  il  suffit  de  se  rappeler  que,  d'après  la  généra- 
tion de  cette  courbe , on  a 

ae  : ap  ::  Ai:  An, 


r — x : r : t o : 


TI  T 


TT 

a 
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Mais  x = z cos  0;  ainsi 


r 1 

f-  — e) 

\7. 

17  r 

— cos  Q 
2 


sera  l1  équation  cherchée.  En  y supposant  0 = ^,  elle  se 


réduit  à z = on  fixera  la  valeur  de  celle  expression  in- 
o ..  1 

déterminée  en  diflërcntiant  à la  fois  les  deux  termes  de  la 

fraction  , ce  qui  donne 

r 

TT  . ’ 

-sinO 

O 


et  l'on  trouvo , par  l’hypothèse  0 = - faite  clans  ce  résultat , 


TT  t r r 

2 2 


<j * p 

Or  — représente  le  quart  de  la  circonférence  directrice; 


ainsi 


PD  = 


AP’ 

arc  AB  ’ 


d’on  résulte  la  proportion 

PD  : AP  : : AP  : arcAB  , 


qui  exprime  la  propriété  principale  de  la  quadralrioe. 

251.  La  considération  des  spirales  nécessite  l’emploi  des 
coordonnées  polaires.  On  a vu  que  la  spirale  d’Archimède 

a pour  équation  (150)  z = ; il  en  résulte  que  ^ = ■— 

est  l’expression  de  la  sous-nonnalc  de  la  courbe.  Donc  dans 
la  spirale  d’Archimède,  ainsi  que  dans  la  parabole  rappor- 
tée à des  axes  rectilignes,  la  sous-normale  est  constante. 
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Prenons  DP  = — > el  menons  les  droites  D m , DH,  etc.,  du 

point  D à tous  ceux  où  le  rayon  vecteur  PII  rencontre  les 
différentes  spires;  les  perpendiculaires  mT,  HK,  etc.,  aux 
droites  précédentes  seront  des  tangentes  à la  courbe.  Soit 


PD  — a,  d’où 

a = -'L 

2 7T 

, 2 r.a  — p =z  PA 

H 

XI 

f À 

Alt 

/s 

cX  / 

c 

Par  conséquent,  la  circonférence  décrite  par  la  sous-nor- 
male comme  rayon , est  égale  à p.  La  formule  S t,,  — z*  — 
devient  pour  la  courbe  en  question 

«fl1 

sous- tangente  PT  = - — = s 9. 

2 TC  . 

Ainsi  la  sous-tangente  polaire  de  la  spirale  d’Arcliiinède 
est  égale  à la  longueur  absolue  de  l’arc  de  cercle  m S décrit 
du  pôle  comme  centre  et  compris  entre  le  rayon  vecteur  et 
l’axe  des  x.  Pour  0 = 2 7T , c’est-à-dire  après  une  révolu- 
tion accomplie,  on  a 

z=p  et  S</1=2jt/>. 

Donc  la  sous-tangente  polaire  de  la  spire  PwA  est  ri- 
goureusement. égale  à la  circonférence  entière  A RCA  du 
cercle  générateur.  Cette  belle  propriété  donnerait  le  moyen 
de  rectifier  la  circonférence  d’un  cercle,  si  l’on  savait  dé- 
crire géométriquement  la  spirale  d'Archimède. 

252.  A l’égard  de  la  spirale  hyperbolique  dont  l’équa- 
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tion  polaire  est 


s 9 — p,  ou  z — 


on  trouve 


S tp  — —P. 

Ainsi,  dans  la  spirale  hyperbolique  la  sous-tangente  est 
constante  comme  dans  la  logarithmique. 


Réciproquement,  la  spirale  hyperbolique  est  la  seule 
courbe  polaire  pour  laquelle  la  sous-tangente  est  constante. 
Eu  elliet,  on  a,  d’après  l’hypothèse, 

en  observant  que  dans  la  courbe  en  question,  z croit  lors- 
que 6 décroît  ; d’où 

dz  d 9 

-a"=7’ 

équation  qui , étant  intégrée,  donne 

1 9 
— f-  c — — • 

2 /> 


Mais , pour  9 = o , on  a 


; = oc  ; 
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donc 


20=  p, 

qui  représente  une  spirale  hyperbolique. 

253.  La  spirale  logarithmique  est  le  lieu  de  l'équaliou 
0 = 1.3  ou  z = a'1 

a désignant  la  base  du  système  de  logarithmes  représentés 
par  la  caractéristique  lA.  Mais  e étant  celle  des  logarithmes 
népériens,  de  a — ca  on  déduit  u°=eola,  et,  par  suite,  • 
z = ejl"  pour  l’équation  de  la  courbe.  Elle  donne 


L’équation  tang  a = la  montre  que  la  normale,  et,  par 
suite,  la  tangente,  font  constamment  le  même  angle  avec 
le  rayon  vecteur.  Et  puisque  la  courbe  se  confond  avec  sa 
tangente  au  point  où  elle  rencontre  son  rayon  vecteur,  on 
peut  dire  que  la  spirale  logarithmique  coupe  ses  rayons 
y ec teurs  toujours  sous  le  même  angle.  Cette  propriété  ca- 
ractérise la  courbe  qui  nous  occupe , c’est-à-dirc  ne  con- 
vient qu’à  elle  ; en  sorte  que  toute  courbe  où  la  tangente  fait 
sans  cesse  le  même  angle  avec  le  rayon  vecteur,  est  une  spi- 
rale logarithmique.  En  effet,  on  sait  que,  G représentant 
l’angle  formé  par  le  rayon  vecteur  et  la  tangente,  on  a 


d 0 


tang  8=z—  (245), 


t = z 


d 0 
Tz  ’ 
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t désignant  tang  6.  Donc 


intégrant , il  vient 
Or,  pour  0 = o , on  a 


dz 

tlf)  = t — ; 


ô + c = / . Iz.  j 


mais 


donc 


z=  i ; 

/ i = o ; 

c = o et  0 =z  t. h 


j\ous  pouvons  supposer  un  système  de  logarithmes  dans 
lequel  t soit  le  logarithme  de  o.  INommons  a la  base  de  ce 
système,  d’où 

n'  — e et  t = Le. 

1j  égalité  évidente  z = c'1  donne,  en  prenant  le  logarithme 
de  chaque  membre  dans  le  système  dont  a est  la  base, 

L z = /z.he. 

Ainsi , à cause  de  Le=(,  on  trouve  * 

Lz  = i./z; 

et  l’équation  0 = t../z  devient 

9 — Lz,  d’où  z = a1 , 

qui  représente  la  spirale  logarithmique. 

L’angle  formé  par  la  normale  .et  le  rayon  vecteur  est  im 
demi-droit  pour  la  spirale; 


car  alors 
d’où 


z = e°  ou  0 = h ; 


<lz  rj  dz 

~=c  et  tang«  = — = 


* ~ 4 
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Quant  à l’équatiou  p — N,„  elle  exprime  que  dans  la  spi- 
rale logarithmique  le  rayon  de  courbure  est  égal  à la  nor- 
male. 11  en  résulte  que  la  perpendiculaire  menée  du  pôle 
sur  le  rayon  vecteur  rencontre  la  normale  au  centre  de 
courbure , qui  devient  un  point  de  la  développée.  Ainsi , en 
tirant  PN  perpendiculaire  au  ravon  P\I,  et  MN  perpendi- 
culaire à la  tangente  MT,  le  point  N où  sc  coupent  ces  deux 


perpendiculaires  sera  un  point  de  la  développée.  Par  con- 
séquent , PN  sera  un  rayon  vecteur  de  cette  développée  ; 
NM  est  la  tangente  et  PM  la  sous-tangente  relatives  au 
même  point  N de  cette  développée.  Soient  z,  et  0,  les  coor- 
données polaires  du  centre  de  courbure  N,  ou  PN  = z, , 
angle  NPX  = 0,  ; on  a 


9,  = fl  -H  - » 2,  = S np  = zta  = la  e9la. 


Substituant  ici  pour  9 sa  valeur  déduite  de  l égalité  précé- 
dente, savoir  0=9 , > il  viendra 

7 2 


2,  = lac 

ou  , à cause  de  la  = e"“, 


/ TT  lla\ 


pour  l'équation  de  la  développée.  Donc  la  développée  de  la 
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spirale  logarithmique  est  cette  même  courbe  qui  a tourné  au- 
tour du  pôle  d’un  angle  égal  à ^ 11  est  facile , au  reste, 

de  reconnaître  que  la  développée  d’une  spirale  logarith- 
mique est  la  même  spirale  disposée  d’une  manière  diffé- 
rente, en  observant  que  l’angle  MiNP  formé  par  la  tangente 
de  la  développée  et  son  rayon  vecteur  est  égal  à l’angle 
PMT  que  fait  la  tangente  de  la  spirale  développante  avec 
le  rayon  vecteur  de  celle-ci.  jNous  avons  vu  que  la  cvcloïde 
est  aussi  à elle- même  sa  développée. 

L’équation  p = 


(Z*  + ^)  P 


peut  s écrire 


e = \/z'!  -+•  z7  rang'  * = 2 séc  a — s : 

ros  a 


d’où 


résultat  auquel  conduit  directement  la  considération  du 
triangle  MINP,  car  il  donne 


Ou  a ensuite 


M N .cos a = MP. 


z 

- =:  COS  a , 

0 


et  comme  l’angle  a.  est  constant,  il  s’ensuit  que  le  rayon 
Vecteur  et  le  rayon  de  courbure  conservent  toujours  le 
même  rapport  exprimé  par  le  sinus  de  l’angle  que  forme  le 
rayon  vecteur  avec  la  tangente. 

Au  pôle  on  a 


d où 


s = o, 


Or  la  différence  des  rayons  de  courbure  en  deux  points 
quelconques  d une  développée  étant  égale  à l’arc  de  cette 
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courbe  compris  entre  ces  deux  points,  il  en  résulte  que 
MX  est  égal  a 1 arc  PQiN  de  la  développée.  Donc  aussi  la 
tangente  MT  est  égale  à la  longueur  de  l’are  MIP,  quoique 
cette  spirale  fasse  une  infinité  de  révolutions  autour  du 
point  P. 

A l’égard  de  la  spirale  z — e9 , où  l’angle  PMT  est  demi- 
droit,  la  tangente  MT  devient  la  diagonale  du  carré  con- 
struit sur  le  rayon  vecteur  PM,  et  la  longueur  de  Parc 
MIP  est  cette  même  diagonale. 


Courbes  à double  courbure. 

2oi.  On  dit  qu’une  courbe  est  à double  courbure,  lors- 
que tous  ses  poinft  ne  se  trouvent  pas  dans  le  même  plan. 
Une  telle  courbe  et,  en  général , une  ligne  quelconque  tracée 
dans  l’espace,  est  donnée  par  ses  projections  sur  deux  des 
plans  coordonnés.  Soient  F ix , i)  = o,  J (y,  z)  = o les 
équations  des  projections  d’une  courbe  sur  les  plans  xz 
et  yz.  Cette  courbe  peut  être  considérée  comme  étant 
l’intersection  de  deux  surfaces  cylindriques  qui  auraient 
pour  bases  les  projections  précédentes , et  pour  arêtes  des 
perpendiculaires  aux  deux  plans.  Si  l’on  élimine  z entre 
les  équations  ci-dessus,  on  obtiendra  l’équation  de  la  pro- 
jection de  la  courbe  sur  le  plan  des  xy. 

> ■ 

2î)5.  Différentielle  d'un  arc  de  courbe  tracée  dans  l’es- 
pace. — Soient  x,  y,  z etx+  ùx , y ôy,  z y-  oz  les  co- 

ordonnées de  deux  points  quelconques  M,  M' d’un  arc  situé 
dans  l’espace;  soit,  de  plus,  menée  par  le  point  M la  tan- 
gente MT,  et  abaissée  sur  cette  tangente , la  perpendiculaire 
M'T.  Enfin , désignons  par  6 l’angle  compris  entre  la  corde 
MM'  et  la  tangente,  et  projetons  l’arc  MIM'  sur  le  plan 
M'MT.  Il  est  clair  que  cette  projection  sera  plus  grande 
que  la  corde  MM'  et  plus  petite  que  MT -4- TM'.  Mais  la 
corde  MM.' = x*  y-  Oj  2 -H  à zï , et  le  triangle  MM' T 
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ilonnu 

MT  = MM'. cos 6,  M'T  = MM'.sin  0. 


Ainsi, -en  appelant  à s la  projection  de  l’arc,  il  viendra 


et 


os  \Sx'1  -+-  3 y‘  -i-  3z‘ 

3 s <C_\/3  X*  Syi-i-  ^35(cos9-t-  sinO). 


D’ailleurs, 

. Ô3  0‘  . 0'  fl* 

cos  6 = i h -t  + . . . , sin  O = 0 — I — . 

2 24  6 120 

d’où  il  résulte 


3 S < y'<î  x3  -4-  J-y*  4-  5 z- 
Posant 


0 — 


0’  03  0' 

2 6 + 2.4 


-)• 


- ^ « 8’  0J  05 

? < 8 S H , . 

2 O 120 


nous  pourrons  ecnre 


0 

"r 

o.r 


**  ==  V -+-  3 y +Jî!(i+  ?j, 
i=\/l  + {rr)  + Æ)V-+-?}.. 
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Supposons  maintenant  quedx  décroisse  indéfiniment.  A 

la  limite,  c’est-à-dire  lorsque  à x — o , l'angle  0 deviendra 

nul  ainsi  que  la  quantité  ip;  l’arc  de  la  courbe  se  confondra 

. . , Ss  Sy  Sz  . 

avec  sa  projection;  enfin  les  rapports  —,  —,  ^ se  clian- 

ds  ily  dz 

geront  en  , etl  on  aura 

ax  dx  tlx 

ou 

ds  = y/dx7  dy2  -j-  dz1. 

Le  radical  doit  affecter  le  signe  ou  le  signe  — , suivant 
que  l’arc  s augmente  ou  diminue  quand  on  fait  croître 
l’abscisse  x. 

256.  Problème.  — Trouver  les  cosinus  des  angles  for- 
més par  la  tangente  hune  courbe  de  l'espace  avec  les 
axes  coordonnés. 

Représentons  par 

(*>.r>z)>  y~bSy,  z + Sz) 

les  coordonnées  de  deux  points  quelconques  pris  sur  une 
courbe  tracée  dans  l'espace.  Il  sera  facile  de  voir  que  les 
angles  que  forme  la  sécante  menée  par  ces  deux  points  avec 
les  axes  des  .r , des  y et  des  s auront  pour  cosinus  respecti- 
vement 

Sx  S y S z 

^3  x‘  ■+■  Sy1  - f-  S z1  ^S  x7  -+-  S y2  -+-  3 z1  y S x7  -1-  Sy7  + S z7 


ou 


Sy 

Sx 


vA- (£)■+■(£)■’  V^W 


il 

Sx  . 


+ (îï) 
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Supposons  maintenant  que  le  point 

(æ-H<îx,  y+Sy,  z + Sz) 


vienne  à se  rapprocher  sans  cesse  du  point  ( x , y , z).  La 
sécante  tendra  de  plus  en  plus  à se  confondre  avec  la  tan- 
gente en  ce  dernier  point  ; les  rapports  ~ approcheront 


incessamment  de  leurs  limites  De  sorte  que  si  l’on 

dx  dx  t 


désigne  par  « , ë , y les  angles  compris  entre  la  tangente  à 
la  courbe  et  les  axes  coordonnés , on  aura 


co  s « = 


vMsy- 


m 


cos  S = 


dy_ 

dx 


\7‘ + (è) + (ê) 


cos  7 = 


dz 

dx 


V 


I + 


m 


fdty 

\ dx  ' 


dy  dz 


5 leurs 


Il  faudra  substituer  dans  ces  formules,  pour  , 

< 

valeurs  déduites  des  équations  y=  F (x),  z — f[x)  de  la 
courbe  projetée  sur  les  plans  des  xy  et  des  xz.  Les  formules 
précédentes  peuvent  s’écrire  sous  la  forme 


(") 


dx 

dï' 


p ,lr 

cos  6 — — i 
dx 


dz 

c°s7=- 


257.  Problème.  — Trouver  les  équations  de  la  tan- 
gente aux  courbes  à double  courbure. 

Soient  (£,  r, , £ ) les  coordonnées  du  point  de  contact; 
imaginons  une  sécante  passant  par  ce  point  et  par  un  autre 
point  quelconque  (£  -J-  (?£ , ri  -(-  drj,  £4-  d£)  delà  courbe. 

*8 
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Il  est  évident  que  les  projections  de  cette  sécante  sur  les 
plans  xz , yz,  doivent  passer  par  les  projections  du  point 
(£,  ** i £)  sur  les  mêmes  plans.  On  aura  donc,  pour  les 
équations  de  la  sécante , 


jr~,=n(z 


*)• 


Or,  à mesure  que  le  point  (£  -+-  d£  , rj  dw,  £ = d £)  s’ap- 
proche vers  le  point  ( £ , « , £) , la  sécante  tend  à sortir  de  la 
courbe,  et  à ne  conserver  avec  elle  que  ce  dernier  point 

T 4 1 ' S%  8l)  , 

commun,  hn  meme  temps,  les  rapports  — » — s appro- 

ti >3 

chent  de  leurs  limites  —,  Donc  les  équations  de  la  tan- 
gente au  point  (J- , n,  £)  seront 

(b)  x—l  = ‘£(z—V),y- 


d*  , 


d y 

On  substituera  pour  ^ les  valeurs  de  ces  dérivées  que 


fin 

dV  de, 

donnent  au  point  de  contact  les  équations  ;r=^F(a), 
y — J (z)  des  projections  de  la  courbe  sur  les  plans  xz\ 
yz.  Ainsi  qu’il  était  facile  de  le  prévoir,  les  projections  de 
la  tangente  sont  tangentes  aux  projections  delà  courbe.  Ce 
principe  pourrait  même  servir  de  base  à la  recherche  des 
équations  de  la  tangente.  Divisant  les  équations  (b)  l’une 
par  l’autre,  il  viendra  pour  équation  de  la  projection  de 
la  tangente  sur  le  plan  des  xy , 

Lés  équations  de  la  tangente  sont  toutes  renfermées  sous  la 
forme 

jt  — % y — n ' z — Ç * 


dl 


dn 


dC, 


258.  Mais,  ait  lieu  de  donner  une  courbe , ainsi  que  pié- 
cédemment,  par  deux  de  ses  projections,  on  peut  la  regar- 
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der  comme  étant  l'intersection  de  deux  surfaces  quelcon- 
ques représentées  par  les  équations  à trois  variables 

j u = F[x,y,z)  = o, 

I <’  —/{x,y,z)  — o. 

Au  point  de  contact,  les  dérivées  de  ces  deux  équations 
donnent 

!du  du  d\  du  du 

dï  + dïTx,^  Tndï~°'  . ' 

dv  dv  d%  dv  dr, 

d%  d\  dXs  dr,  rf.Ç 

f'/jj 

Substituant  à la  place  de  — 1 » — ■>  leurs  valeurs  déduites  du 
F dX,  r/Ç 

, . d\  x — | dn  y — d . , 

groupe  (fc) , savoir  — — — — - , — = > >1  viendra  , 

pour  les  équations  de  la  tangente  au  point  (£,  u,  £)  v 

du  , . du  . du  , 


dv  dv  i 


(*  — 0 — O- 


Ces  équations  appartiennent  à deux  plans  qui  ont  la  tan- 
gente pour  commune  intersection.  Elles  peuvent  se  déduire 
des  différentielles  totales  des  équations 

F(Ç,a,  Ç)  = o,  /(S, a,  Ç)  = o, 

en  y remplaçant  ensuite  <7£,  dr, , dÇ  par  x — y — yi, 
z — On  obtiendrait  encore  les  équations  de  la  tangente, 
mais  sous  une  forme  plus  compliquée,  en  portant  dans  le 

groupe  (b)  les  valeurs  de  ~ 5 déduites  des  équations  (//). 
Le  calcul  donnera 


du 

dv 

du 

dv 

du 

dv 

du 

dv 

dn 

dï 

" ~dï 

dn 

dn 

_ 

dl~ 

' d\ 

dï 

du 

dv 

du 

dv  ’ 

dX, ? 

du 

dv 

du 

dv 

Tn  _ 

"55 

d\ 

dï 

dn 

dn 

. - 

m , 

28. 
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259.  Un  plan  quelconque  passant  par  la  tangente  à une 
courbe  donnée  dans  l’espace,  est  dit  tangent  à cette  courbe. 

11  existe  donc  une  infinité  de  plans  tangents  à une  courbe. 
Soient  /,  ni , n les  angles  que  la  perpendiculaire  à l’un  de 

• ces  plans  fait  avec  les  axes  coordonnés.  Comme  cette  per- 
pendiculaire forme  un  angle  droit  avec  la  tangente,  ou 
aura 

cos  a cos  / -+-  cos  6 cos  m -H  cos  7 cos  n = o. 

260.  On  dit  qu’une  droite  est  normale  à une  courbe  en 
un  point  donné,  lorsqu’elle  est  perpendiculaire  à la  tan- 
gente en  ce  point.  Le  plan  mené  par  le  point  de  contact 
perpendiculairement  à la  tangente,  s’appelle  un  plan  nor- 
mal. Il  renferme  toutes  les  normales  menées  par  ce  même 
point. 

261.  Problème.  — Trouver  T équation  du  plan  normal 
à une  courbe  de  l'espace. 

Soient 

, d%  dr,  ; 

les  équations  d’une  tangente  au  point  (£ , ri , t)  de  la  courbe, 
et 

(/)  A(*-4)-t-B(r-*)  H-s-^Ç  = o 

l'équation  du  plan  normal  mené  par  le  même  point,  A-et  B 
désignant  deux  constantes  qu’il  s’agit  de  déterminer  par  la 
condition  que  le  plan  soit  perpendiculaire  à la  tangente.  II 
suffit , pour  cela , d’exprimer  que  ses  traces  sur  les  plans  xz , 
y z sont  respectivement  perpendiculaires  aux  projections  de 
la  tangente  sur  les  mêmes  plans.  Or,  en  faisant  y — o dans 
l’équation  ( f ),  on  aura  l’équation  de  la  trace  sur  le  plan 
. xz , savoir 

A (x  — ? J — Bu + 2 — Ç = o, 

ou  ...  ' ..  , 
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Pour  que  celle  irace  soit  perpendiculaire  sur  la  droite 

, y » 

#-5=rfÇ*“C)* 
il  faut  qu’on  ail  la  relation 

' <il  , rfÇ 

: 1-1=0,  Il  OU  A — — • 

A rfÇ  - f/ç 

On  trouvera  de  même 


Portant  ces  valeurs  dans  l’équation  (f),  il  vient,  pour  l’é- 
quation du  plan  normal  au  point  (£,  >j,  £), 

is)  — ç) — Ç=o- 

Les  dérivées • ~ se  déduisent  des  équations 

f = F(ç),.  * = /{«. 

L’équation  précédente  peut  s’écrire  sous  la  forme  symé- 
trique 

(A)  (x  — %)  {jr  — »)  rf>i  -I-  (z  — Ç)</Ç  = o. 

262.  Si  la  courbe  est  donnée  par  deux  équations  impli- 
cites 

« = F(j:,/,ï)  = o,  p —/(x,  y,  z)  = o, 
il  faudra  substituer  dans  l’équation  (g),  à la  place  de 
~ i leurs  valeurs  déjà  calculées  (c) , et  l’on  trouve  alors 
pour  l’équation  du  plan  normal 


•'  du  dv  du  dv 


\ dit  d%  dt,  d 


dv  \ . j du  dv  du  dv\  . . 

(du  dv  du  dv  \ 

dï7,-7,-j i)  (■'-«=»• 


Les  coefficients  de  x — ?,  y — «,  z — £ s’obtiennent  en 
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écrivant  sur  deux  lignes  les  quantités 

du  du  du  du  du  du 

drt  * dt  ' r/Ç  c/Ç  d\  dn 

dv  dv  dv  dv  dv  dv 

r/>),  dÇ  *’  d Ç*  d'i"'  d\'  dv\ 

partagées  en  trois  groupes,  et  multipliant  en  croix. 

4 

263.  Problème.  — Exprimer  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu’une  droite  menée  par  un  point  quel- 
conque (£,  7i,  £)  d’une  courbe  tracée  dans  l'espace  lui 
soit  normale. 

Soient 

x — Ç = /n(s—  t,),  y — n = n[z  — Ç), 

les  équations  de  la  droite , m et  n étant  arbitraires.  Il  vieil-' 
dra , en  substituant  les  valeurs  précédentes  de  x — £ , y — n 
dans  l’équatiou  [g) , et  divisant  ensuite  tous  les  termes  par 
le  facteur  commun  z — £ , 


rf;  dn 

m " ZÜ  + 1 — °- 


Telle  est  l’équation  à laquelle  les  constantes  m et  n doi- 
vent satisfaire  pour  que  la  droite  menée  par  le  point  pro- 
posé coïncide  avec  le  plan  normal,  et,  par  conséquent, 
soit  perpendiculaire  à la  tangente  au  même  point. 


264.  Les  asymptotes  d’une  courbe  située  dans  l’espare 
peuvent  se  déterminer  en  observant  qu’elles  ont  pour  pro- 
jections sur  les  plans  coordonnés  les  asymptotes  des  projec- 
tions de  la  courbe  sur  les  mômes  plans. 

265.  On  peut  considérer  une  courbe  comme  étant  un 
polygone  d’une  infinité  de  côtés  chacun  infiniment  petit. 
En  prolongeant  deux  côtés  consécutifs  dans  le  môme  sens, 
on  aura  deux  tangentes  à la  courbe,  et  le  plan  déterminé 
par  ces  deux  tangentes  se  nomme  plan  osculateur.  Le  plan 
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oscillateur  d’une  courbe,  en  un  point  donné , est  donc  celui 
qui  renferme  les  deux  tangentes  menées  l’une  par  ce  point, 
et  l’autre  par  un  point  infiniment  proche  du  premier. 
Lorsque  la  courbe  est  à double  courbure,  le  plan  oscula- 
teur  varie  d’un  point  à un  autre.  Quand  la  courbe  est 
plane,  le  plan  osculateur  se  confond  avec  le  plan  même  de 
la  courbe. 

266.  Problème.  — Trouver  l’cquation  du  plan  oscilla- 
teur d’une  courbe  à double,  courbure. 

Soient 

x t — ~îz  (z  — ?)> 

"■  . : 

= . ; ; 

les  équations  d’une  tangente  au  point  (£,  n , £)  de  la  courbe, 
et 

(/)  A (x  — l)-\r  B (y  — »}  -t-  I—  Ç = O 

l’équation  d’un  plan  mené  par  le  meme  point.  11  sera  le 
plan  osculateur  cherché  si  nous  exprimons  qu’il  passe  par 
la  tangente  au  point  donné  et  par  un  autre  point  de  la 
courbe  tendant  vers  le  premier.  En  éliminant  x — £ , y — r, 
de  l’équation  (J  ) au  moyen  des  équations  (è),  il  vient 

. ch) 


, ( i)  A d\  Bd»  -f-  i/Ç  = o. 

Rien  n’empèche  de  considérer  £,  »,  £ comme  des  fonctions 
déterminées  d’une  variable  indépendante  t,  et,  d’après  celte 
supposition , on  aura 

...  cl  Î _ cl  ri  lit 

(*)  A ^ + B dï  + di-°- 


' pigitized  by  Google 


44°  CHAPITRE  QIIATIUÉME. 

Pour  que  ce  même  plan  passe  par  le  point 
(Ç -f- » -f -a»,  Ç-f-dÇ), 
il  faut  que  l’équation  ( f ) soit  vérifiée  en  y faisant 

■*  = Ç + tfÇ>  y — *1  -h  9* , z — ç + S 'C, 

ou 

x — Z=zSl,  f—7)  = Sn,  z — Ç = 
il  en  résulte 


(l)  AiîÇ  -4-  B<î»)  -f-  <îç  = o. 

Or,  £ = <p  ( t ) donne 

si  = y {*  -+- St)  — <r(e)i 


mais 


<p(i  + iîf)  — y (z)  -t-  a f 


df(t) 


dt 


Donc 


i;:rei(£)+si=i+j,ÿ  + ^(^ 
2 |_  dt 1 J St  1 \ dt'1 

, r/5  St1  (d'\  X 

On  trouvera  de  meme 

« r/i>  1 /r/’ü  \ 

du  — St  — H - -t-  A I » 

<//  2 yrff3  / 

J/’  (d1^  \ 

^XdF^')' 


+ sr 


, r/Ç  /c/1!; 

. = St~  + 1 

(tt 


les  quantités  g',  h,  /s’évanouissant  avec  àt.  Si  l’on  substi- 
tue ces  valeurs  dans  l’équation  (/)  et  qu’on  passe  à la  li- 
mite, il  viendra,  en  supprimant  les  termes  qui  contiennent 
dz,  qui,  d’après  l’équation  (À),  se  détruisent,  et  divisant 

, St 1 

tous  les  autres  par  — » 
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OU 

(/»)  Arf’Ç  -+-  Brf’n  + d'Ç  = o. 

Les  équations  (/)  et  (in  ) donnent 

_ tlnd't  — dZd'n  _ d(,d'\  — dld"C, 
d%d7i i — drid'^'  î/Çrf’j) — drid‘‘% 

Il  ne  reste  plus  qu’à  porter  ces  valeurs  dans  l'équation  gé- 
nérale (/)  pour  arriver  à l’équation  définitive  du  plan 
osculaleur,  laquelle  prendra  la  forme  remarquable 

| (x— |)(rf»rfJÇ  — (>■  — »)  (rfÇrf*5  — dÇfFÇ) 

" i ■+(*  — Ç)(rfÇrf*»— • d*d*l)  = o. 

Si  l’on  choisit  x pour  variable  indépendante,  cette  équa- 
tion deviendra 

(*  — — d^d'a)—  (y  — u)rf|rf>Ç4-(*  — H)ditP7,  = o. 

21)7.  Problème.  — Trouver  les  équations  de  ta  perpen- 
, diculaire  sur  le  plan  osculaleur  menée  par  le  point  de 
contact. , et  la  valeur  des  angles  quelle  forme  avec  les 
axes  coordonnés. 

Soient 

A (x  — *)+  B(r  — i*  ) -t -s  — î — <> 

l’équation  du  plan  osculateur  au  point  (£,  n , £)  de  la 
courbe  5 

x — Ç = «.(*  — 5),  J — « = *(*  — Ç)>  - 
les  équations  de  la  perpendiculaire  à ce  plan  menée  par  le 
même  point  ; A et  B ayant  ici  les  valeurs  assignées  précé- 
demment à ces  constautes  •,  et  fl,  b étant  deux  autres  con- 
stantes qu’il  faut  déterminer.  Pour  cela,  conduisons  par 
l’origine  un  plan  et  une  droite  parallèles  au  plan  et  à la 
droite  dont  on  vient  de  parler.  11  suffira,  pour  obtenir  les 
équations  de  ce  plan  et  de  cette  droite,  défaire 

5 = o,  » = o,  ç=o 

dans  les  équations  précédentes.  Alors  le  plan  sera  repré- 


44^ 

sente  par 
et  la  droite  par 
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A x -f-  Bj1  z — o j 
x — az , jr  — bz. 


11  est  visible,  d’ailleurs,  que  les  angles  compris  entre  cette 
droite  et  les  axes  coordonnés  sont  précisément  les  angles 
dont  nous  cherchons  les  valeurs.  Or,  pour  que  celte  droite 
soit  perpendiculaire  au  plan  dont  les  traces  sur  les  plans 
xz , y z sont 

Ai+J  = o,  H y z — o , 

I . . 

il  faut  qu’on  ait  les  relations 

a = A,  b = B. 

D’un  autre  côté,  eu  désignant  par  /,  »/,  n les  angles  que 
fait  la  perpendiculaire  au  plan  osculaleur  avec  les  axes  des 
x,  des  j et  des  z , on  aura 


COS  / : 


^ r1  -+-  y%  -j-  z1 


ri  cos  m = 


X 


v'-r’-f-r’-f-  z 1 


Vx5-+-  y1  a1 

Mettant  à la  place  de  x et  de  y leurs  valeurs  az,bz,  il  viendra 
a b 


cos  l . 


y^«3- 1-  b 3 i 

COS  H = 


i cos  m = 


ô’-t-  t 


b1  + i 

Donc  les  équations  de  la  normale  au  plan  osculateur  seront 

x—  |=A(z  — Ç),  y — n = B{s  — Ç); 

et  les  cosinus  des  angles  formes  par  cette  normale  avec  les 
axes  coordonnés , ou  par  le  plan  osculateur  avec  les  plans 
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y z , x z et  xy , auront  pour  valeurs 

, A B 

V A3  -f-  B1  -H  i y K1  -t-  B3-f-  i 

i 

COS  n = - ■ - ■ 

^A'+  B!+  i 

En  posant 

N3  = ( dr,  rf'Ç  — dt,  <1’»)'-+  (rfÇ  — rfÇ  rf'Ç)’+  (rfÇ  </3»  — r/n  rf'Ç)3 

et 


on  trouvera 


N 


d\(l1n  — dr,  d 3 Ç 


; = D, 


| cos  É = 
/ cos  /«  — 
j cos  n = 


A 

dr,  */3Ç 

— 

dÇd*  v 

D 

N 

B 

— 

dld't 

D 

n" 

1 

dSd'r, 

— 

dn  d 2 Ç 

D 

"N 

268.  On  appelle  normale  principale  en  un  point  quel-  * 
conque  d’une  courbe  à double  courbure  celle  des  normales, 

en  ce  point,  qui  se  trouve  dans  le  plan  osculateur.  Elle 
n’est  autre  chose  que  l’intersection  de  cc  plan  et  du  plan 
normal  mené  au  même  point. 

269.  Problème.  — Trouver  les  angles  que  fait  la  nor- 
male principale  avec  les  axes  coordonnés  et  les  équations 
de  cette  droite. 

Rappelons  - nous  que,  a,  o,  y représentant  les  angles 
compris  entre  les  axes  coordonnés  et  la  tangente  au  point 
(£,  r'  ? Ç)  > et  s l’arc  de  la  courbe  relatif  à ce  point,  on  a 

d\  dr,  dt, 

COS  J.  — — ■>  COS  S — • , COS  7 — — 

«î  «5  lie,  , 

et 
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La  dilîércntiellc  de  cette  dernière  équation  donne 

d\  d\  du  , du  d'C,  dX, 

T ,l  T + T d T ■+•  T d T ~ 0 

( i ; dç  d ç d ç d ; « ; 

d'où  il  résulte  qu’en  appelant  X,  fi,  v les  angles  pour  les 

quels  on  a 

, . . , d\  dn 

I ])  ) COS  A 35  a — 1 COS  tt  — <7  — - 
«C  a; 

la  droite  qui  forme  les  angles  X,  p,  y avec  les  directions 

positives  des  axes  coordonnés , est  une  perpendiculaire  à la 

tangente.  D’un  autre  côté,  l’équation 

Arf’5  + Brf2n  -W’Ç  = o, 

écrite  sous  la  forme 


cos»  = rf  — 1 
«î 


A^-t-B^" 


d’Ç  _ 
d{’  ° ’ 


donne,  en  prenant  4;  pour  variable  indépendante  et  divi- 
sant par  D , 


A d I 


B rf, 
D ^ 


I rfç- 
— d — — O. 
D d; 


Donc,  en  vertu  des  équations  (o),  la  droite  qui  fait  les 
angles  X , p.,  v avec  les  axes , est  aussi  perpendiculaire  à la 
normale  au  plan  osculateur.  D’où  il  résulte  que  cette  droite 
se  trouve  dans  le  plan  osculateur  lui-mème,  et  n’est  autre 
chose  que  la  normale  principale.  Enfin,  elle  aura  pour 
équations 

cosp  , 


17/ 

ou 


cos  A . 
(s  - 

- 5).  y- 

- îî  = 

cosv 

* — I 

y — 

* — ï 

é* 

di 

dç 

d ; 

cos» 


(*-«)» 


270.  A nglc  de  contingence.  — C’est  ainsi  qu'on  appelle 
l ’angle  que  font  entre  elles  les  tangentes  extrêmes  d’un  arc 
infiniment  petit.  Gel  angle  est  la  limite  vers  laquelle  tend 
l’angle  de  deux  tangentes  voisines  à mesure  que  leurs  points 
de  contact  se  rapprochent  l’un  de  l’autre.  Comme  à l’cgarcl 
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d’une  courbe  à double  courbure  ces  tangentes  11e  sont  pas 
daus  un  même  plan , leur  angle  est  celui  de  deux  droites 
menées  par  l’origine  et  qui  leur  seraient  parallèles.  Soient 
a y h , c les  cosinus  des  angles  formés  par  la  première  tan- 
gente avec  les  axes  , et«-f-drt,è-f-d&,c-f-<Jeles  cosinus 
des  angles  que  fait  avec  les  mêmes  axes  la  seconde  tan- 
gente, Le  cosinus  de  l’angle  dr  compris  entre  ces  deux  tan- 
gentes sera 

eos  St  = a7  -t-  -4-  c*  - 1-  a Sa  -I-  b S b -+-  cSc. 

On  a d’ailleurs 


a5-)-  b7+  c7=  1,  (a  + Sa)7  (b  -f-  5 6)’ -H  {e-(-5c)'=  1. 

Si  de  la  somme  de  ces  deux  dernières  équations  on  retranche 
le  double  de  la  première,  il  viendra 

2 (1  — cos^t)  =.  Sa7  + Sb7-\-Sc‘. 

Or,  d’après  une  formule  trigonométrique , on  a 


donc 


1 — eos  St  — 2'sin3  — ; 

2 


4 sin3  — = S a7  -f-  S b7  -t-  Sc7. 
2 


^ _ • _ • 

Pour  passer  à la  limite,  il  suffira  de  remplacer  sin  — par 

ces  par  les  dilférentiell 
Ht7  ~ (la.7 db7 de7, 


— » et  les  différences  par  les  différentielles,  ce  qui  donnera 


ou 


*.-V('3),+ WH 


d ç 


Telle  est  l’expression  remarquable  de  l’angle  de  contin- 
gence au  point  (x , y,  z)  d’une  courbe  à double  courbure. 
Elle  est  susceptible  de  prendre  d’autres  formes.  Les  équa- 
tions (a)  donnent 


a 


ds 


x 


dz 
ds  ’ 
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d’où 
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dsd7x — dxd7s  , dsd7y — dyd’s 

da  = — —, i do  — , i 

d. 

dsd’z — dzd7s 
* = ^ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 

dx‘  — da 7 -+-  d//’  -+-  de', 

il  viendra 

dx 7 rfj*  = r/i’  [(rf’x)5  -H  (d7yY  -+■  [d*z)Y 
. [d1  s Y ( dx7  -4-  rfy’  dz7) 

— 2 ils  d' s ( dxd7  x -t-  dyti7y  -t-  dzd’z). 

Mais  on  a 

ds'  .=  dx7  ■+■  dy7  -+-  dz7, 

et,  par  suite, 

dsd7  s = dxd7  x -4-  dyd'y  -+■  dzd*z; 

donc 

dx'  ds'  = ds7  [(rf!x),  + {d'y)7 — (rf’.f)’], 

OU  Jïlutôt 

(s)  dx  = ^\j(d'xY+  (d'y  Y -h  {el'zY—{d'sY‘ 

Enfin  l’équation  précédente  peut  s’écrire 

dx’ds'  = (dx7-y  dy7+  dz7)[(d7x)7+  {d7y)7  + (d’s)5] 

v 1 . , 

— [dx  d7 x dy  d7y  + dzd7  z)7- 

Posons , pour  la  commodité  du  calcul , 

dx  — a , dy  = b,  dz  ==■  c, 
d7x=a’,  d7 y = b',  d7  z — d ; 

il  en  résulte 

dx7  ds*  — (n’-4-  b7  + c’)  (a'7  -+-  b'7  -Kc,J  )— (an'  -h  bb'~ f-  ce’  ) 

— £bc' — cb')7-+-  (en' — ac')7-+-  [ ob‘ — ba'Y . 
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Remettant  à la  place  des  lettres  leurs  significations,  puis 
dégageant  dr,  on  trouve 

( ‘ ) d T = S?  * — * d'ï  )*-*-(  *<* * * ■ -4*  <*•*)•-»-  ( dxd'y — djrd'  *)* . 

27 1 . Cercle  oscillateur.  — De  tous  les  cercles  qui  passent 
par  un  même  poiut  d’une  courbe  à double  courbure,  celui 
qui  approche  le  plus  de  la  courbe  de  part  et  d’autre  de  ce 
point,  s’appelle  cercle  oscillateur. 


Soient  M (x , y,  s)  un  point  quelconque  d'une  courbe 
de  l’espace,  et  M7  ( x -+-  à x , y -+-  $y,  z-+-dz)un  autre 
point  qui  tend  sans  cesse  vers  le  premier.  L’arc  MM' 
décroissant  toujours,  les  tangentes  MT,  M'T'  détermi- 
neront le  plan  osculatcur  au  point  M,  et  l’angle  TIT' 
qu  elles  forment  entre  elles  deviendra  l’angle  de  contin- 
gence. Menons  deux  plans  normaux  aux  points  M , M',  et 
aussi  par  le  point  M un  troisième  plan  MGN  perpendicu- 
laire à l’intersection  commune  GH  des  deux  plans  nor- 
maux. Puis , projetons  sur  le  plan  MGN  l’arc  MM',  lequel , 
à mesure  que  le  point  M'  s’approchera  du  point  M , tendra 
à se  confondre  avec  sa  projection , et  nous  le  représente- 
rons par  âs  (i  -t-  g),  g étant  une  quantité  qui  peut  devenir 
aussi  petite  qu’on  voudra.  D’ailleurs  l’angle  N du  triangle 
MGN  converge  en  même  temps  vers  l’angle  droit,  et  nous 
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le  ferons  égal  à ~ -f-  h,  h s'évanouissant  avec  âs.  Quant  à 

l’angle  G du  même  triangle,  il  est  visiblement  l’angle  des 
deux  plans  normaux  égal  à l’angle  à r des  deux  tangentes 
extrêmes  de  l’arc  à s.  On  aura  donc,  en  posant  MG  =t  r, 

sin  (-  + /«')  . ; 

\2  / SIOtfT 

..  r ~ (*  •+■  g) 

A la  limite,  c’est-à-dire  lorsque  âs  s’évanouit,  il  vient 


sin  — h /<  — sin  - = i , 
2 2 


s'tnSr  — rh,  o.î  (i  -t-  g)  = ds ; 


d’t 


I _ il  T 

lim  r ils 


De  sorte  que  p = lim  r sera  le  rayon  du  cercle  osculateur, 

et  - = ^ exprimera  la  courbure  de  ce  cercle  ou  de  la 
P ils  * 

courbe  au  point  de  contact. 

11  convient  d’observer  que  les  deux  plans  normaux  aux 
points  M,  M;  étant  perpendiculaires  aux  tangentes  MT, 
M'T',  situées  dans  le  plan  osculateur,  sont  aussi  perpendi- 
culaires à ce  plan-,  d’où  il  suit  que  la  droite  GH,  intersec- 
tion commune  des  deux  plans  normaux , doit  être  perpen- 
diculaire au  plan  osculateur.  Donc  leplanMGN,  qu’on  a 
mené  par  le  point  M perpendiculairement  à GH,  est  le 
plan  osculateur  lui-même,  et,  par  suite,  MG,  intersection 
de  ce  plan  avec  le  plan  normal  au  point  M , est  la  normale 
principale.  Le  rayon  du  cercle  osculateur  est  donc  dirigé 
suivant  la  normale  principale,  et  le  centre  de  ce  cercle  est 
placé  à l’intersection  de  cette  droite  avec  le  plan  normal 
infiniment  voisin.  On  nomme  aussi  rayon  et  centre  de 
courbure  le  rayon  et  le  centre  du  cercle  osculateur.  Du 
reste,  on  voit  que  ce  cercle  se  trouve  dans  le  plan  oscula- 
teur. 
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272.  Problème.  — Déterminer  analytiquement  le  rayon 
et  le  centre  de  courbure. 

Il  suit  de  l’équation  p = — et  des  formules  (/•),  (s),  (<), 
que  la  longueur  du  rayon  de  courbure  peut  s’exprimer  sous 


les  formes  suivantes  : 

A 

I 

ds 

\ 

<fr\’ . / 

| 

1 Vi'ï)  + I 

V */ 

(“)< 

\ n — ■ — 

ds' 

l 

— [il' s)' 

r 

( rfr3  -+-  rfy3-f-  rfs3J* 

l y/  (rf/rf1  3 — dzd 1 r 

)‘-f-[dzd‘x- 

-ilxd'if-y-  ( ilxd'y — dyd'x ] > 

Quant  au  centre  de  courbure,  puisqu’il  est  situé  dans  la 
direction  de  la  normale  principale,  on  aura,  eu  désignant 
par  ? , r, , £ les  coordonnées  de  ce  point , 

Ç — X — p cos  X , >7  — y — p COS  fl,  Ç — Z = f,  cos  ». 

Mais 

, , clx  , dy  , dz 

cos  X = d — , cos  u = d — - , cos  » = d — ; 

ds  1 ds  ds 

d’où 


cos  X 

COS  JA 

COS  V 

f/.r 

r/  — — 

r/  — 

ds 

ds 

ds 

y/ cos3  X -t-  cos3  fi  cos!  » 


v/(4)’+("!M4;)' 


rfr 


i- 


cosX  = 

f, 

f/.V 

rfr 

r,rfT 

P / r/>' 

COS  U = ~r  d — , 
é/,ç  (i.V 

P , r/s 

COS  V = v f/  — • 
«V 

Donc 

. • 

? — •*  = 

£ 

rfjr 

rfr 

rt  — > 
ds 

p1  rfy 

r=-Jsdds 

p7  //3 
^~i==dsdds 

Ces  trois  dernières  équations  déterminent  les  coordonnées 
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du  centre  de  courbure,  en  y substituant  pour  p 
l’une  des  valeurs  fournies  par  les  formules  (a).  On  trouve, 
par  exemple,  " • . , 


| — X = 


rfx-rfï 

ds 


(t/1  x)’  -4-  (d’y  )3  -t-  ( d’zf  — ( d’s)’ 
t/s  (ris  d’x  — dx  t/1  s) 

\<i‘  x y -t-  (d’y  y -t-  (rfj  z y — (ci’  sy 


ils 3 <7 


r/f 


” •’  (rf=jî)>+(rf*y)'+(<l«ï)'-(rf'r)» 


ils  ( ds  rl'y  — dy  d’  s) 


(d'xy 4-  {d^yf-y  (d‘z)’  — ( <7-  ï)J 

ds’d±Z 

(IS 

(cl’xf  -i-  (d’y  f + (cl’ Z )’  — (il’ s)’ 
ds  (ds  d’z  — tlzd’s) 


(d’ x)’ -t-  (cl’ y)’  -+-  (d' z)3  — ( il’ s)’ 

Si  l’on  prend  l’arc  s pour  variable  indépendante,  on  aura 


d’ x 


tl’y 


cos  X = o — — » cos  u — a — — , 
* ds-  r ds’ 


d’ z 

l0Sv=fTF’  • 


ds’ 


Ç — x=r 


<J(cl’x)‘- f-  (d’y)’  -+-  (d’z)’ 
ds’  d’ x 


n— y 


i — z = 


(d’x)’  -t-  (d’y)’  -t-  (d’ z)’ 
ds’il’y 

(d’x)’  + (d’y)’ + (d’z):  ’ 
ils’ d’z  . , ‘ 


(d’x)’~i-  (d‘y)’  + (d’z)’ 

273.  Problème.  — Exprimer  analytiquement  quune 
■ ligne  tracée  clans  l'espace  est  droite. 


On  observera  que  si  ^ = o,  ou  dr  = o deux  cléments 
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consécutifs  de  la  ligne  située  dans  l’espace  seront  le  pro- 
longement l'un  de  l’autre,  et  cette  ligne  sera  droite.  L’é- 
quation 


exprime  donc  la  condition  que  doivent  satisfaire  les  coor- 
données x,  y , z de  chaque  point  d’une  ligne  de  l'espace 
pour  qu’elle  soit  droite.  En  ellét,  on  a alors 


o; 


dx  (lr  dz 

d ou  u résulte  que  — » — > — » ou  cos  « , cos  o , cos  y,  sont 

des  constantes,  ce  qui  ne  saurait  avoir  lieu  pour  une  ligne 
courbe. 

274.  Angle  de  torsion.  — Dans  une  courbe  à double 
courbure-,  le  plan  osculateur  change  d’un  élément  à l’autre 
de  la  courbe.  On  appelle  angle  de  torsion  l’angle  d w que 
comprennent  entre  eux  les  plans  osculateurs  qui  corres- 
pondent aux  extrémités  de  l’élément  ds  de  la  courbe. 

Désignons  par  a , b , c les  cosinus  des  angles  /,  m,  n que 
forme  la  normale  au  premier  plan  osculateur  avec  les  axes 
positifs,  de  sorte  que  cos/  = n,  cosm  = ft,  cos n — c. 
Soient,  en  même  temps,  a-+~da,  b-\-âb,  c-t-dc  les 
cosinus  des  angles  correspondants  faits  avec  les  mêmes  axes 
par  la  normale  au  second  plan  osculateur.  L’angle  de  ces 
plans  sera  égal  à l’angle  <Jm  des  deux  normales,  et  l’on  aura 


Or, 

donc 


cos  5 u =±a  (a -}-8  a) b (b -±-3b)-t-c(c-t- S c) 
— a1  + h* -h  c1  -\-a8a  + b3b-t-c$r. 

à1  -+•  -+-  c5  = i ; 

cos  3v— i-+-a3a  + b Sb  + r8c, 
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“OU  • ' • . 

(i)  I — cosiîw  — — (ttiïa  -+-  b5b  -i-  rJc).  » 

D’un  autre  côté,  on  a aussi 

» * I 

(a  -f-  Sa)2  4-  {b  4-  M)*4-  (c  4-  ÿc-)*  .‘* 

. ' • ' -,  * 

• l = a'  -+•  i*  -f-  c7  4-  3 a7  -+-  3 b7  -+-  3 c7  ‘4-  2 («  a H-  b 3 b 4-  c 3 c)  ; 

d’ou  ...  ... 

o 3 b7  4-  Æc’-t-  2 («  Sa  b S b -H  côc). 

* * % • 

Ajoutant  cette  équation  avec  le  double  de  l’équation  (i) , 
il  vient  ' , * * * 

a (i  — cos  Su)  = 3 a'-  -±~  3b'  -f-  3c'  — /{.sin5  - £<>>• 

A la  limite , il  faudra  remplacer  sin  dw  par  tira , et  les  dillé- 
rences  par  les  différentielles;  on  trouve  ainsi 

d u'  — da 7 4-  dld  -h  de7. 


(c)  du  = ^[dcosl)1  -f-  (rfcos/nj'-f-  [d  cos/i)’. 

Les  valeurs  de  cos  /,  cos  m , cos  n sont  données  par  les  for- 
mules (o).  . 

275.  Üne  courbe  non  plane  est  dite  à double  courbure, 
parce  qu’en  eifet  elle  a deux  espèces  de  courbure  ; l’une 
relative  à l’inclinaison  de  la  tangente,  et  qui  a lieu  dans 
le  plan  osculateur  : c’est  celle  qu’on  nomme  la  première 
courbure  ; l’autre,  à raison  de  ce  que  le  plan  osculateur 
varie  lui-même  daus  l'espace  : elle  est  appelée  seconde  cour- 
bure j ou  courbure  de  torsion,  parce  qu’on  peut  la  corn-, 
parer  à la  torsion  qu’on  ferait  subir  à une  courbe  plane  en  la 
sortant  du  plan  où  elle  se  trouve.  La  première  et  la  seconde 
courbure  d’une  ligne  quelconque  tracée  dans  l’espace  sont 

. . , , •.  i dr\  du 

respectivement  égalés  aux  rapports  - = — , - = — , p cl 

P étant  les  rayons  de  ces  deux  courbures.  Il  est  clair,  ett 


<•. 


> « r 
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effet,  qu’elles  sont,  l’une  et  l’autre,  d’autant  plus  grandes,  . 
ou  d’autant  plus  petites  , que  les  angles  àx  , dw  seront  plus 
grands  ou  plus  petits , pour  une  môme  valeur  de  â s.  Donc 

, d T 3 rù  . , ..  , 

les  rapports  j^r  y-,  ou  mieux  les  limites 


fi  t da> 
ris  ’ ds 


de  oes 


rapports,  seront  la  mesure  naturelle  de  ces  courbures. 

276.  Problème.  — Trouver  la  condition  pour  qu’une, 
courbe  de  F espace  soit  plane. 

Il  résulte  de  la  formule  (e)  que  la  seconde  courbure 


. . *1  du>  Il  d cos  l V’  /rfcos/«\’  /dcos/zV 

M p=-*=Vl7r)  + (— ) + (“).• 

Si  cette  courbure  est  nulle,  tous  les  plans  osculateurs  se 
confondront,  et  la  courbe  sera  plane.  La  condition  néces- 
saire et  suffisante  pourqu  une  courbe  soit  plane  sera  donc 
que  d cos  1 , d eos  m , d cos  n soient  zéro , ou  que  la  normale 
au  plan  osculateur  fasse  toujours  les  mômes  angles  avec  les 
''axes  coordonnés.  . 

• j*‘  • * * » * ...  - 

277.  Applications. — I.  Soient  une  sphère 

■»  « c=  x-  — t—.jr  ’ + z1  — rr'=o, 

et  uit  cylindre  droit  . . 

. v — x}  — rx  -4-  = o , 

* * * * * . * * 

dont  la  base  est  un  cercle  ayant  pour  diamètre  le  rayon  de  la 

sphère.  L’intersection  de  ces  deux  surfaces  sera  une  courbe 
à double  courbure  dont  on  demande  les  projections  sur  les 
trois  plans  coordonnés.  On  demande  ensuite  les  équations 
delà  tangente  au  point  quelconque  (£ , n,  Ç)  de  cette  courbe. 
La  projection  sur  le  plan  xy  est  le, cercle 

* ...  ••  , 

' ' x~ — rr-t-/3=o.  , 

En  éliminant  tour  à tour  y ou  x entre  les  éf[nalions 

**■  il  — b.  i'=  a, 


N 
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«n  trouvera , pour  la  projection  sur  le  plan  xz  , la  parabole 


z 7 — r7  -f-  rx  " o , 

et  pour  la  projection  sur  le  planj',z , la  lemnicastc 
r7 y1  — r7z7- f-  z • = o. 

« 

Or,  les  tangentes  au  cercle , à la  parabole  et  à la  lemniscalc 
étant  les  projections  de  la  tangente  à la  courbe  proposée,  il 
s’ensuit  que  les  équations  de  la  tangente  à ccllc-ci  seront 

,{l  — jr)*  yy  — = o, 

4-  -j  rx  — - r(r  — Jg)  = o, 

• r7yn~[r7 — 2 Ç2)  2?  — Ç<  = o. 

« t • . 

La  courbe  à double  courbure  résultant  de  l iuterscctiou  de 
la  sphère  et  du  cylindre  précédents,  peut  se  tracer  en  pla- 
çant une  pointe  de  compas  sur  la  surface  du  cylindre,  et 
faisant  tourner  l’autre  sur  cette  sphère,  avec  une  ouver- 
ture égale  au  rayon  de  la  sphère. 

II.  Si  l’on  roule  un  angle  plan  0 sur  la  surface  convexe 
d’un  cylindre  droit , de  manière  que  l’un  des  côtés  de  cet 
angle  coïncide  exactement  avec  la  circonférence  de  la  base 
du  cylindre,  et  que  l’autre  côté  trace  sur  la  surface  con- 
vexe du  cylindre  une  courbe  qui  coupe  toutes  les  arêtes  de 
cette  surface  sous  le  même  angle , cette  courbe  à double 
courbure  se  nomme  hélice.  Prenons  l’axe  du  cylindre  pour 
l’axe  des  z , la  base  de  ce  cylindre  étant  un  cercle  compris 
dans  le  plan  xy.  Supposons  d’ailleurs  que  l’axe  des  x passe 
au  sommet  de  l’angle  roulé.  Soient  r le  rayou  de  la  base  du 
cylindre  et  tang  6 — c.  Enfin , nommons  « l’angle  compris 
entre  l’axe  des  x et  le  rayon  mené  par  la  projection  sur  le 
plan  xy  d’un  point  quelconque  de  1 hélice  dont  les  coor- 
données sont  .r,  r»  z.  On  trouvera  facilement 

j=rço$n,  y — r si  ti  it , z == 


Digitized  by  Google 


APPLICATIONS  CÉOMÉTIUQCES  DD  CALCDL  DIFFÉRENTIEL.  4^5 

el , par  suite , 

x3  -+-  y1  — r % 


z — rc  arc 


= rc  arc 


^sin  = ~^=  n?  arc 


tix  = 


donc 


— r sin  udu , dy  — r cos  udu , dz  — redit , 
ds  — \/ dx‘  -J-  dy‘  dz'  — rdu  \J  i -+-  c‘ ; 


dx  sin«  . dy  cos  u 

cos  a = — — — — , cos  6 ~ — = • > 

ds  . y i _j_  c‘  ds  * y j -t-  t'z 


dz  . 
c°S7=-  = 


V I H-  C’ 


Ces  trois  dernières  équations  déterminent  la  position  de  la 
tangente  à l’hélice  pour  chaque  valeur  de  u,  et  l’expression 
de  cos  y montre  que  cette  tangente  fait  avec  l’axe  des  a,  ou 
avec  la  génératrice  du  cylindre,  un  angle  constant;  on  aura 
d’ailleurs,  pour  les  équations  de  la  tangente  au  point  (ç,  rj,  £) 
de  l’hélice , ' ■ . 

x — g _ y — n S 

— sin  « cos  « c 


D’après  la  formule  (/j)  , l’équation  du  plan  normal  sera 
(x  — 1)  sin  « — (y  — »)  cos«  — c ( z — Ç)'=  o. 

Tous  les  plans  normaux  à l’hélice  forment  le  même  angle 
dièdre  avec  le  plan  des  xy,  puisque  la  tangente  à cette 
courbe  fait  toujours  le  même  angle  avec  l’axe  des  z. 

Pour  déterminer  le  rayon  de  première  courbure,  on  dé- 
duira des.  valeurs  précédentes,  en  prenant  toujours  u pour 

•variable  principale, 

• « 

d‘x=z  — rcosiidti'1,  d’yz= — rsinitr/u3,  d’z  — o,  d’s  — o. 


Ces  équations  réduisent  la  seconde  des  trois  formules  (u)  à 

P — rf!  -t-c3); 

• • 

d’où  il  suit  que  le  rayon  de  première  courbure  conserve  la 
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même  longueur  pour  chaque  point  de  l'hélice.  Quant  à sa 

position  , les  formules  ([))  la  déterminent  par  les  valeurs 

, cos  u sin  u 

COS  l — — -===.  1 COS  fl  — > cos  V — o. 

y I H-  c*  + c’ 

On  voit,  en  mèpie  temps,  que  la  normale  principale' au 
point  (£,  tj , £)  de  l’hélice  est  dirigée  suivant  le  rayon  du 
cylindre  mené  à ce  point.  Par  conséquent,  si  de  ce  point 
on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  l’axe  des  z , cette  droite 
et  la  tangente  en  ce  même  point  détermineront  le  plan  oseu- 
lateur.  L’équation  p = r-+-  rc*  montre  que  tous  les  centres 
de  première  courbure  sont  placés  sur  une  seconde  hélice 
qui  a le  même  axe  et  le  même  pas  que  la  première,  mais 
qui  est  tracée  sur  un  cylindre  dont  le  rayon  est  rc*. 

L’équation  du  plan  osculateur  tirée  de  la  formule  géné- 
rale (n  ) sera 

csin  « [x  — ç)  — c cos  « (y  — »j)  H—  a — Ç = o , 
ou 

z — Ç = c (/  cos  u — x sin  « ). 

Los  formules  (o)  deviennent  ici 

, c c 

cos  l — — =rr.  sin  u , cos  ni  — cos  u , 

y i -4-  c’  y t H-  r’ 

i 

cos  n — - •>  ■ ‘ 

. ÿi  + f’  - 

et,  par  suite,  la  formule  (x)  se  réduit  à 

i c 

P=Wl+  L'1)  ’ 

d’où 

v = r(i-h  c »)  v 

C 

Ainsi  le  rayon  de  seconde  courbure  est  constant,  et  £ — c 

J 7 P 

exprime  le  rapport  invariable  entre  les  rayons  de  première 
et  de  seconde  coui  bure. 
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Le  rayon  de  seconde  courbure  étant  perpendiculaire  aU 
plan  osculateur,  les  cosinus  des  angles  qu’il  forme  avec  les 
axes  des  x , des  y et  des  z ont  respectivement  pour  valeurs 
celles  qu’on  vient  de  trouver  pour  cos  l,  cos  m , cos  n.  Gelte 
dernière  sera  le  cosinus  de  l’augle  constant  que  fait  le  plan 
osculateur  avec  le  plan  xy. 

L’équation  cos  7 = ■ c ■ donne  ^ 


. I . 1 

sin  7 = - *j  5 sin  7 cos  7 — 


et  l’on  pourra  écrire 

cos  a = — sin  7 cos  7,  cos6  = cos  « sin 


r r 

p = -r-r,  P — 

sin* 7 sin 7 cos  7 


Surj'àces  courbes. 

278.  Une  droite  est  tangente  à une  surface  courbe  lors- 
qu’elle n’a  avec  cette  surface  qu’un  seul  point  de  contact. 
Un  plan  tangent  à une  surface  courbe  est  celui  qui  n’a 
qu’un  seul  point  de  commun  avec  elle. 

279.  Problème.  — Trouver  l’équation  du  plan  Langent 
aux  surfaces  courbes. 

Soient 

h')  z~f(*,y) 

l'équation  de  la  surface  courbe,  et  ■'* 

[f]  s-‘ç=A(*-5)  + 

celle  d’un  plan  quelconque  mené  par  le  point  (£,  r, , £)  de 
la  surface  5 les  constantes  A , 11  étant  encore  indéterminées. 
Si  I on  suppose  d’abord  que  le  plan  passe  par  un  second 
point  r,  £-f-d£)dc  la  surface  courbe,  il 
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faudra  que  l'équation  {J")  soit  satisfaite  en  y faisant 
x = ï+S^,  y — n-\-8v,  z = Ç-t~^Ç> 
ce  qui  donnera 

8Ç~  AO?  -4-  Bù>). 

Imaginons , maintenant,  qu’on  fasse  mouvoir  le  plan  au- 
tour du  point  (!;  , yi  j X)  > maQi®re  que  le  point 

(Ç-+-ÆI,  >5  — t -ci»,  ÏH-ôÇ) 

se  rapproche  indéfiniment  du  premier;  alors  la  partie  re- 
tranchée de  la  surface  courbe  se  réduira  à ce  seul  point , 
qui  deviendra  point  de  contact.  Il  suffit,  pour  exprimer 
cette  condition,  de  changer  les  différences  en  différen- 
tielles , et  d écrire  ..  \ , 

(z)  tlX,  = A t/|  -t-  b tin. 

Or  l’équation  (y)  donne 

riz  riz 

riz  = rlx  -i — tir, 

'île  rfy 

qui , au  point  (£,  rt,  £)  devient 

(«') 


dX>  ‘K  / 

rfÇ  = -y  d\  -t-  — de. 

n-n 


Retranchant  les  deux  équations  (z),  («')  l’une  de  1 autre, 
il  vient 


ou 


* d^\  j — 

K~diU% 


Ce  résultat  devant  subsister  indépendamment  de  la  valeur 


le  il  faut  qu'on  ait 


rit 


A “ 


<K. 

<i\ 


It  = 


rlC, 


rir, 
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d’où  l’on  déduit,  pour  l’équalion  cherchée  du  plan  lan- 
gent , 

(’*') 


rfÇ  , • „ f/ï  , V 

(>-.)• 


Si  l’équation  de  la  surface  est  donnée  sous  la  forme  impli- 
cite 

« = F (■*,  r.  *)■=», 

on  en  tirera  les  équations 


<lu  du  d e 

di+7ildl 

et  celles-ci  donneront 


= o , 


du  du  d 'C. 


dr. 


.'Ç  dn 


O, 


(O 


dl 

d% 


dit 

d\  tlK 
du  ’ dr. 
rfï 


du 

dr, 

du 

TFc 


.Ces  valeurs  étant  portées  dans  l'équation  (/>'),  lui  font 
prendre  la  forme  symétrique 


K) 


du 

dï 


du 


du 


(x  — Z)  + ~(jr  — , i)  -4-  — (s  — Ç)  = o. 


280.  On  appelle  normale  la  perpendiculaire  au  plan 
tangent,  menée  par  le  point  de  contact. 

Problème.  — Trouver  les  équations  rie  la  normale  à une 
surface  courbe , et  l'expression  des  angles  que  cette  droite 
forme  avec  les  axes  coordonnés. 

Soient 


* — 5 = A(x-5)-t-B(r  — ») 

et 

.c  — ? = a{z  — Ç),  y — n — b{z  — Ç) 

les  équations  d’un  plan  et  d’une  droite  menés  par  le  point 
(£,«,£)  d’une  surface.  Pour  que  cette  droite  soit  perpen- 
diculaire au  plan,  il  faut  qu’on  ait 


4<io  CHAPITRE  QUATRIÈME. 

.Or  la  première  de  ces  équations  exprimera  le  plan  tangenf 
si  l’on  fait  . . *•••  •'  ’ S 

a n-15 

„ • H^  '-dn 

, • * * ’ 1 / * • * 

Donc  les  équations  cherchées  de  la  normale  seront 

"d* 


. - ' rfç,  • . Ht, 

(c)  * — Ç = — --(z— ï),  r — »=  — 77Z  (a  — ç)- 

Si , pour  simplifier,-  on  pose  * 


HZ 


(U 


tn~p’  : dr>  t <l> 


les  équations  de  la  normale  deviennent 

{/')  ‘z—  '$■+•.?(*  — Çl^o,  y — >1  + q [z  — tî  = o. 

Quant  aux  angles  X,  fi,  v que  la, normale  fait  avec  les  axes 
coordonnés , ils  se  déterminent  par  les  équations  ■ 


i cos  X = 


-P 


Ce')  *.( 


V />’-+-  ?’rf-  I 
cosv  =; 


cosp  — 


9’  -t-  » 


>//>’-+-  <7J+  1 ■ 

La  dernière  de  ces  formules  fait  connaître  aussi  l’inclinai- 
son du  plan  tangent  sur  le  plan  xy  -,  on  en  déduit  - - . , - 


tangv  = V/»s  + 7!-  - 

On  rendra  les  formules  précédentes  propres  au  cas  où 
l’équation  de  là  surface  se  présente  sous  la  forme 

« = F(ar,  j)  = o, 

en  substituant  à la  place  de  -J  et  — leurs  valeurs  iVLïl  • ' 

t t/ç  dt\ 

" vient  alors  pour  les  équations  de  la  normale  ' ■.  . 

\ ■*  , 'Y  * ' », 

, ...  Ha,  f/«,  v • ' du » « , c/tt  , , * 

V . ’ ✓ * \ • , ' , * » , ‘ 
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OU  • 

* — \ y — >1  *•—  s 


rf»  • dC, 


et,  eu  posant 1 


v/(É)M£H£)’ 


= v, 


('•') 


cos  x*  = v 


du 

di’ 


du 

cos  u = V — > 

dn 


du 

cos  v — V - — 
dC 


281.  Applications. — Nous  dirons  qu’une  surface  est 
du  même  degré  que  l’équation  à trois  variables  qui  la  re- 
présente. Ainsi  le  plan  r dont  l’équation  est  linéaire , est  la 
surface  du  premier  degré., Toutes  les  surfaces  courbes  com- 
prises dans  l'équation  générale  dit  second  degré  entre  trois 
indéterminées, 


(*') 


Aé+  Bjr?-+-  Ci'4-  Dz/-f-  Ez.r 


F xy 


seront  les  surfaces’  du  second  degré. 

On  peut,  sans  rien  ôter  à l’équation  ( k ')  de  sa  généra- 
lité, faire  évanouir  les  termes  qui  contiennent  les  rectan- 
• gles  des  variables.  11  suffit,  pour  cela , de  changer  la  direc- 
tion des  coordonnées  en  conservant  la  même  origine.  De  la 
sorte,  toutes  les  surfaces  du  second  degré  se  trouveront 
représentées  par  l’équation  plus  simple 

1 1 ')  u — Az2 -t-  B/,J+  Cæ,-|-  D z E/  + Fx  -f  G = o. 

„*  282.  Problème.  — Trouver  T équation  du  plan  tangent. 

mené  par  le  point  (ï,  r,,  Ç)  de  la  surface  u ==  o , ainsi  que 
. ccljes  de  la' normale  au  meme  point. 

On  a ; . . ’ '.  •* 


du  du 

rfî~2CS+F’  de 


— B»  + E, 


du 

dl 


* A t + D j 
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d’où  l'on  déduit,  pour  les  équations  cherchées  du  plan 
tangent  et  de  la  normale, 

| (2C5  4-  F)(x  — Ç)  4-  (îBü  -4-  E)(j:  — >1)  , 

( 4-(aAÇ4-P)(»  — Ç)  = o, 

(„n  _ y v _ ? — s 

1 ' ' aC  É-+-F  îBfl+E  2 A ç 4-  D 

L’équation  {rn')  peut  affecter  une  autre  forme,  car  on  en 
tire 

, (2  AÇ  4-  D)  1 -4-  (2B»  4-  E)  y -l-  (2CÇ  4-  F)  x 
= aAÇ’-t-  aB^+  2 CE’ 4-  DÇ  4-  En  4-  FE. 


Or,  le  point  (£,  rj,  Ç)  devant  vérifier  l’équation  (/'),  on  a 
AÇ’4-  Bn5-f-CÇJ=  — DÇ  — En  — FE  — G. 

Ainsi  l’équation  précédente  deviendra 

t (2  AÇ  -t-  D)  z -t-  (îBï  -4-  E)y  + (2C5  4-  F)x 
| 4-  D Ç 4-  En  4-  F E 4-  2 G = o. 

Posant  , . 

2 AÇ  4-  D = H , 2 B » 4-  E = I , 2 C ? 4-  F = K 

et 

DÇ4-  En  4-  F?  4-  2.6  = O, 
l’équation  du  plan  tangent  s’écrira 

H z 4-  Ir  4-  K.r  4-0=o. 

Les  quantités  H , 1 , K , O 11e  sauraient  varier  tant  que  le 
point  (£,  r,  £)  reste  le  même;  d’où  il  suit  que  par  un  point 
quelconque  d’une  surface  courbe,  on  ne  peut  mener  qu’un 
seul  plan  tangent  à cette  surface. 

283.  Parmi  les  surfaces  du  second  degré,  il  en  est  qui 
ont  un  centre , et  d’autres  qui  sont  dépourvues  de  ce  point. 
Les  premières  peuvent  être  représentées  par  l'équation 


Digitized  by  Goôgle 


APPLICATIONS  GÉOMÉTRIQUES  DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL.  46,5 

générale 

(//)  L*’+  N*»  = i. 

L'équation  du  plan  tangent  à ces  surfaces  sera 

Lx  (x  — £}•-+-  M/  (r  — «)  -+-  N3  (=  — ç)  = o, 
ou 


LxÇ  + M/ii  + K*Çxi, 

et  les  équations  de  la  normale  seront  • 

r — I _ y — » ___  s — ç ' 
LÇ  ~"M«  ~ N if* 


• >, 


Si  dans  l'équation  (/>')  on  fait  successivement  deux  des 
coordofmées  nulles , et  qu’on  désigne  par  a ce  que  devient 
x pour  y = o et  z = o ; par  b ce  que  devient  y pour  x — o, 
z — o ; par  c ce  que  devient  2 lorsque  x —.0,  y = o ; on 
trouvera 


et  l’équation  des  surfaces  du  second  degré  pourvues  d’uu 
centre,  prendra  trois  formes  différentes  à cause  des  variâ- 


lions des  signes  de 

L,  M , N 

. savoir  : 

(/) 

+F  = ’’ 

• 

(C')  • . 

a--  r: 

— -4- — 
«<  ^ /;> 

2* 

~ ■?  “ 1 ’ • 

1 * 

(■0 

x'  v’ 

A> 

r 

a‘-  b1 

r* 

tes  équations  représentent  respectivement  V ellipsoïde , 
Yhyperboloïde  à une  .nappa  et  Y hypcrboloïde  à doux 
nappes. 

Tl  sera  facile  de  trouver 

fj  . rj!  5Ï_  — V)  __  b7  (y  — n)  c:  (g  — g) 

n3  b'  c’  — ' ’ Ç . r,  ~ ~ g ’ 
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pour  les  équations  du  plan  taugeitl  et  de  la  normale  à l’ellip- 
soïde. Afin  de  savoir  si  le  plan  tangent  rencontre  la  surface 
ailleurs  qu’au  point  de  contact  (£,  x,  £),  il  faut  chercher 
s'il  est  plusieurs  systèmes  de  valeurs  de  x , y,  z qui  vérifient 
simultanément  les  équations 


Of,  si  de  la  somme  des  deux  premières  on  retranche  le  dou- 
ble de  la  seconde,  il  vient 


■ ' •• 

équation  à laquelle  on  ne  peut  satisfaire  qu’en  posant 


* - x — s , y — ’a  f z — 

Donc  le  plan  tangent  n’a  de  commun  avec  l’ellipsoïde  que  le 
point  de  contact-(£,  rt,  £). 

Si  a — b,  l’équation  ( q ')  se  change  en 

* *■  - — H-r=l,  ou  c’  (x3  -+-  J2)  -t-  n2a3  = * 

a 7 c‘ 

et  la  surface  s’appelle  ellipsoïde  de  révolution  ; elle  est  pro- 
duite  par  l’ellipse  c* x*  -+-  a1 z1  = c'a1  tournant  autour  de 
l’axe  des  z.  Dans  le  même  cas,  les  équations  de  la  normale 
donnent 


d’où  l’on  voit  que  la  projection  de  la  normale  sur  le  plan  xy 
passe  par  l’origine-,  ainsi  la  normale  rencontre  l’ave  de  rota- 
tion. En  général,  dans  une  surface  de  révolution  quelcon- 
que, la  normale  coupe  l’axe  autour  duquel  tourne  la  courbe 
génératrice.. 

Enfin  , si  a = b = c , l’équation  { q1)  devient  celle  d’une 
sphère  x s -b-y1- H z*  = a*,  que  l’on  peut  considérer  comme 
produite  par  la  révolution  du  demi-cercle  x'-b-y'  — a1 

■ \ , * ’ : ■ 

. ’ ’ x \ - »•  * 
v - _ ..'•**  •**..* 

; . . • m » 
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tournant  autour  de  l’axe  des  z.  Les  équations  du  plan  tan- 
gent et  de  la  normale  seront 

x y z 

+x”  h-  z~%~y 

Cette  dernière  équation  étant  aussi  celle  du  rayon  qui  passe 
au  point  (|,  n,  Ç) , il  en  résulte  que  la  normale  se  confond 
avec  le  rayon  mené  au  point  de  contact,  et  que  le  plan  tan- 
gent est  perpendiculaire  à ce  rayon. 

Quant  à l'hyperboloïde  à une  nappe  ( r1  ) , les  équations 
du  plan  tangent  et  de  la  normale  sont 

'■*5  r> i zÇ— , *’ (*  — 6.) & (y  — »)_  «*(*  — 0 

' «3  G A3  e3  ~ ’ Ç ’ “ 13  ~ ç 

Les  trois  équations  • ’ , 

*1  £ __  £ _ - £ . £ _ £ _ • *1  r»  _ *5  _ 

(j1  A3  r3  ’ • «3  A3  c*  ’ «3  • A3  r3 

- donnent , étant  combinées  ensemble , , 

Effectuant  les  calculs  indiqués,  on  trouve 

: ' 

ou  * 

.yj  - xii  — C 

a b c 

Celle  équation  représente  deux. plans  qui,  avec  le  plan 

,rÇ-  r»!  zÇ'  ,,  . , , . , . . 

' 1-  i — — l,  déterminent  deux  droites  génératrices 

a 1 A3  r1  ° 

suivant  lesquelles  le  plan  tangent  touche  l’hyperboloïde  en 

question.  ...... 

. ■ . • • 3o 


/ . * . t 
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Si  l’on  prend  — — - = — i pour!’ équation  de  I’hy- 

pcrlioloïde  à deux  nappes  , celle  du  plan  tangent  sera 

fl  _ _ i 

n’  i>'  e’ 

L’hypotlièse  z — Ç introduite  dans  ces  deux  équations  con- 
duit au  résultat 


d’t 


x 1 _)•’ xÇ  r» 

ri*  + V + T*  ' 


•r  = I » y = »•  ' 


Le  plan  tangent  n’a  donc  de  commun  avec  la  surface  que  le 
point  (ij,  rj,  £). 

On  trouvera 

*5  , y*  * + s «’(•*  — i)  *’îj— .») 

— -h-t-—— — ? — - — r_c ■ — — — V)* 

(i  b1  c ç n , •.  • 

* . ■ ' ' , ’ ' \ *•  • ,v« 

pour  les  équations  du  plaii  tangent  et  de  Ja-normale  aup’a- 

raholoïde  elliptique^  = o , qui  est  une  surface 

du  second  degré  dépourvue  de  centre. 

Les  équations  simultanées 


x’1  y 1 a:  ç!  V 2Ç  xç  y* 2ï 

cr'  //’  c ï>‘  c ' n 1 


donnent,  en  retranchant  le  double  de  la  troisième  de  la 
somme  des  deux  premières , 


(^y- 


Or,  on  ne  peut  satisfaire  à cette  dernière  équation  qu’en 
posant  X — Ç,  y — n,  d’où  résulte  «’—£•,  ainsi  le  plan 
tangent  n’a  de  commun  avec  la  surface  que  le  point  de. 
eontact.  ' , * 
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Enfin , on  aura 

x\  /»_s  + Ç <0{x  — ?)  b‘(jr  — v>) 

— — — = , = 

n%  o7  < H yi 

pour  les  équations  du  plan  tangent  et  de  la  normale  au  pa- 

raboloïde  hyperbolique  — — p — — = o,qui  est  une  autre 

surface  du  second  degré  dépourvue’de  Centre.  Cette  dernière 
équation  , jointe  à celle  du  plan  tangent  çt  à l’équation  de 
condition  ’ ‘ * ' - 


donne 


V »’ 

a1  b 1 c •' 


d’où  résultent  les  deux  équations  linéaires 

X — § jr  — « * — ç y >! 

— i f ^ w >■ 

b • a 

qui,  avec  celle  du  plan  tangent  , représentent  deux  droites 
suivant  lesquelles  ce  plan  rencontre  le  paraboloïde  hyper- 
bolique, et  qu’on  peut  regarder  comme  les  génératrices  de 
cette  surface. 

• , -t  , . S ~ ’ \ 

281,  Problème.  — Mener-  un  plan  tangent  à une  sur- 
face courbe  u = F ( x , y , z)  = o,  par  un  point  extérieur 
il  la  surface. 

Soient  (s , î,  u)  les  coordonnées  de  ce  point;  ellesdoivent 
vérifier  l’équation  du  plan  tangent  ( d')  ; d’ailleurs  les  coor- 
données (£ , r, , £)  du  point  de  contact  doivent  satisfaire  l’é- 
quation de  la  surface.  On  a donc 


(O 

et 

(«') 


i la  . du  . du 

— (E  — ?)  -+-—  (o  — ,-,)  -f-  — Ç)  = 


FU’>  «»  O = o. 


3o 
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Ces  deux  équations  ne  sauraient  suffire  pour  déterminer  les 
trois  inconnues  £,  rj , £,  mais  elles  feront  connaître  deux 
d’entre  elles , la  troisième  restant  arbitraire,  ce  qui  laisse 
toujours  le  point  de  contact  indéterminé.  Donc  on  peut  me- 
ner, par  un  même  point  extérieur,  une  infinité  de  plans 
tangents  à une  surface  courbe. 

Supposons  tous  ces  plans  menés  ; les  points  de  contact 
formeront  une  courbe  plane,  ou  à double  courbure,  et 
qu’on  peut  considérer  comme  la  base  d’une  surface  conique 
ayant  son  sommet  au  point  (s , o , u) , laquelle  serait  engen- 
drée par  une  droite  assujettie  à passer  toujours  par  ce  point 
et  à loucher  la  surface. 

Les  projections  de  la  courbe  des  contacts  sur  les  plans  xz 
et  ys  s’obtiennent  en  éliminant  tour  à tour  n et  £ entre 
les  équations  (C)  et  («'). 

285.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que 

t f \ ( (aAÇ-+-D)u  ■+-  (îBu  -f-K)o-t-(2C![-t-  F)  e 

| -f- D Ç -f  E»i  -+*  FÇ  -4-  2 G =o, 

et  ^ . 

(x‘)  AÇJ-+-  B«»q-C|*-|-DÇ  + ER  + FÇ-t-G  = o 

seront  les  équations  de  la  courbe  suivant  laquelle  les  sur- 
faces du  second  degré  sont  touchées  par  tous  les  plans  tan- 
gents conduits  par  le  point  extérieur  (s,  c,  u).  Il  est  facile 
de  s’assurer  que  cette  courbe  est  plane,  car,  en  posant 

Du  + F.o  + Fs  + 2G  = R, 
l’équation  (e')  peut  s’écrire 

(2  Au  -f-  I))  Ç -I-  ( 2 B 0 -f-  E)  n —H  ( 2 Ce  -t-FJÇ  -f-R  = o; 

et,  sous  cette  forme  , on  voit  que  les  points  de  tangence  se 
trouvent  dans  un  même  plan.  Donc  tous  les  points  de  con- 
tact d’une  surface  conique,  tangente  à une  surface  du  second 
degré,  forment  une  courbe  plane. 


■é'  ■ ' > 
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280.  Supposons  que  la  surface  à laquelle  on  veut  mener 
un  plan  tangent  par  un  point  extérieur,  soit  une  sphère 
z’  = r5  ayant  son  centre  à l’origine  des  coordon- 
nées. L’équation  de  ce  plan  sera 

-t-y»  + zÇ  = r5; 


pour  qu’il  passe  par  le  point  (e,  o,  v),  il  faudra  écrire 
» (y1  ) * £ •+■  o ri  -t-  o ç — 5 


on  a , de  plus , 

(*')  Ç = f. 

De  ces  deux  équations  011  déduit 


■t’+é 

_ 


ce  qui  représente  une  sphère  dont  le  point  ( “ ) cl  la 

1 -+*  v’  , 1 ... 

longueur sont  le  centre  et  le  rayon;  il  en  re- 

suite  que  si  l’on  joint  le  centre  de  la  sphère  donnée  avec  le 
point  extérieur,  la  sphère  décrite  sur  cette  droite , comme 
diamètre , coupera  la  première  suivant  une  circonférence 
de  cercle,  qui  sera  le  lieu  de  tous  les  points  de  contact  cher- 
chés , et  qui , si  le  point  (e,  3,  v)  est  lumineux,  sépare  la 
partie  éclairée  de  la  sphère  proposée  d’avec  la  partie  obs- 
cure. En  éléminant  £ entre  les  équations  [y')  ct(z'),  on 
trouvera 


Ç1+»’  + 


pour  l’équation  de  la  projection  de  la  circonférence  des 
contacts  sur  le  plan  xy. 

• r « . 

287.  Problème.  — Faire  passer  un  plan  tangent  à une 
surface  donnée  u = F (x,  y , z)  = o,  par  deux  points 
extérieurs  (s  , p,  t/)  et  (a,  S , y). 


S 
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On  aura  simultanément  les  trois  équations 


« = F{g,  «,Ç)  = 0,  ^(e  — 5)  + ^(o  — a)  + — Ç): 


rfti 

' ^{= 


rfu  , „ . du  , 

ç)  + — (e~  + — Î)  = °. 


entre  lesquelles  on  peut  déterminer  les  valeurs  des  coordon- 
nées (£,  vj,  £)  du  point  de  contact  en  fonction  de  (ê,  s,  v)' 
et  (a.  o,  7). 


. ' Limites' ries  surfaces  du  second  degré. 

288.  11  est  clair  que  les  points  maxima  et  minima  d'une 
surface  courbe-,  par  rapport  au  plan  xy,  sont  ceux  qui  cor- 
respondent à des  valeurs  de  z d’extrême  grandeur  ou  d’ex- 
trème  petitesse.  Ainsi,  étant  donnée  l’équation  d’une  sur- 
face sous  la  forme  z ~ F (.ir,  y) , il  s'agira  de  voir  si  elle 
est  susceptible  de  vérifier  les  conditions  connues  du  maxi- 
mum ou  du  minimum.  On  se  rappelle  (138)  que  les  con-. 
ditions  communes  à ces  deux  cas  son  t^ 

dz  dz  / d7  z \ 7 d7z  d'n 

dx  dy  ’ \dxdy/  dx7  dy7  ’ 

et  que  ces  trois  conditions  étafit  remplies,  il  y aura  maxi- 

. - " " (/i  j f/i  z 

muni  ou  minimum , suivant  que  — et  — seront  ensemble 

ou  o.  ■'  * . — ’ . 

Soient  (£,  7;,  £)  les  coordonnées  d’un  point  maximum  ou 
minimum  de  la  surface  z = F (x,  y)\  l’équation  du  plan 
qui  la  touche  en  ce' point  sera 

dC,  • . de, , 

• ' t"  d'C  " ..  . 

mais  comme  o,  et  — x=  o,  il  vient 

r/ç  dit  - . , . 


!f™0,  ou 


t, 
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Ainsi  le  plan  tangent  au  point  d’uue  surface  courbe  où  cor- 
respond une  coordonnée  d’extrèmc  grandeur  ou  d'extrême 
petitesse,  est  parallèle  au  plan  des  deux  autres  coordonnées. 

Applications.  — L’ellipsoïde  — -P  f -4-  — = 1 donne 


<lz 

dx 


c‘x  dz  . c?y 
a7  z djr  b‘z' 

égalant  ces  dernières  valeurs  à zéro,  il  vient 

x = o,  y = o-,  d’où  ,z  = ;fcc. 


D’ailleurs 

d7z  _ c7 
dx7  • a7 z 


d7z 

dy7 


c‘ 

b7  z 


c'y7 

b'  z7 


d7  z 


o. 


dy  dx 

Donc  il  y a maximum  au  point  de  l'axe  des  z pour  lequel 

Z = ± c. 

En  soumettant  au  inèfnc  calcul  l’hyperboloïde  à une* 

x7  y7  ' z7'  , 

nappe  — t-  7-. - — i , on  trouvera 

1 1 n7  b‘  c7 


2=  ±V—  c‘m, 

ce  (jui  montre  que  cette  surface  n’a  pas  de  limites  dans  le 
sens  des  z.  *. 

Enfin,  on  verra- que  dans  l’hyperboloïde  à deux  nappes 

— — j-,  — — = i , il  existé1  une  valeur  minimum  de  z , égale 

à ± c.  C’est-à-dire  que  si  l’on  mène  deux  plans  parallèles 
au  plan  xy,  l’un  au-dessus  et  l’autre  au-dessous  de  ce  plan , 
et  à une  distance  2 = c,  la  surface  ne  sera  point  comprise 
entre  ces  plans  parallèles. 


Méthode  infinitésimale . 

289.  Nous  avons  obtenu  les  dérivées  et  les  dillérentielles 
des  expressions  algébriques  ou  transcendantes  independam- 
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ment  (le  toute  hypothèse  sur  la  valeur  des  accroissements  " 
des  variables.  Mais  telle  n’a  pas  été  la  marche  de  Leibnitz 
qui  partage  avec  Newton  l'honneur  d’avoir  inventé  le  cal- 
cul différentiel.  Il  suppose  que  les  quantités  variablçs  prenr 
nent  des  accroissements  infiniment  petits  qu’on  néglige  vis-  * 
à-vis  des  grandeurs  finies , et  qui  ne  peuvent  se  comparer 
qu’entre  eux.  Cette  méthode  est  précieuse  en  ce  qu’elle 
abrège  et  simplifie  les  calculs.  D’ailleurs  les  plus  grands 
géomètres  s’en  servent  dans  leurs  investigations  analyti- 
ques. Nous  allons  démontrer  les. principes  sur  lesquels  elle 
repose.  , " .. 

Une  quantité  injinic  est  celle  que  l'on  conçoit  plus  grande 
que  toute  grandeur  donnée;  elle  n’é'st  autre  chose  que  la 
limite  supérieure  vers  laquelle  tend  toute  quantité  crois- 
sante. Une  quantité  infiniment  petite  est  la  limite  inférieure. 
dont  s’approchent  sans  cesse  les  quantités  décroissantes.  . 
Désignant  l’infini  par  ao  , on  peut'écrire 


' o ' > • . ' 

et  représenter  l’infinimenl  petit  par 

ap  * _ . ; . »* 

Une  quantité  infinie  n’est  pas  susceptible  d’augmenta- 
tion, puisque  si  cela  était,  elle  cesserait  d’être  plus  grande 
que  toute  quantité  donnée.  Donc. 

• • * <• 

oo  ± a = 00  , 

et,  par  conséquent,  toute  quantité  finie  peut  et  doit  se  sup- 
primer devant  une  quantité  infinie.,  . • 

* Une  quantité  infiniment  petite,  à son  tour,  doit  dispa- 
raître vis-à-vis  d’une  quantité  finie.  Ainsi 

i 

o — a. 

30  ’ . 
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Car,  soit 


il  en  résulte 


a H r=  b\ 

■ oo 


b — a =.  —j,  • 
OO  - 


c’est-à-dire  que  la  différence  h — a doit  être  -infiniment 
petite,  ou  au-dessous  de  toute  quantité  assignable;  ce  qui 
ne  peut  être  qu’autant  qu’elle  est  zéro  ; donc 


b = a,  et,  par  suite , a H = 


11  est  visible,  d’après  cela,  qu’on  peut  prendre  l’une  pour 
l’autre  déux  grandeurs  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  d’une 
quantité  qui  peut  devenir  aussi  petite  qu’on  voudra.  D’où  il 
suit  que  a et  b étant  deux  constantes  quelconques , et  a une 
variable  qu’on  soit  majtrede  rendre  plus  petite  que  toute 
grandeur  donnée  ; si  l’équation 

' . a -+-  a c=  b • • 

a lieu , quel  que  soit  a , elle  revient  à 

a — b.  , 

Par  exemple,  un  très-petit  arc  et  sa  corde  peuvent  être  pris, 
l’un  pour  l’autre,  car  on  conçoit  que  plus  le  nombre  des 
côtés  d’un  polygone  inscrit  augmente,  moins  chacun  de  ses 
côtés  diilere  de* l’arc  qu'il  sous-tend;  et  comme  on  peut 
multiplier  le.  nombre  de  ces  côtés  indéfiniment,  et  qu’alors 
les  arcs  qu’ils  sous -tendent  deviennent  de  plus  en  plus 
petits, 4 jl  en  résulte  qu’un  arc  peut  diminuer  de  manière  à 
différer  d’avec  sa  corde  d’une  quantité  aussi  petite  qu’on 
voudra.  Donc  a étant  l’arc, la  corde,  et  a une  quantité 
qu’on  suppose  pouvoir  décroître  indéfiniment,  on  aura 
c + a=  «;  d’où  « = c. 

Pareillement,  un  très-petit  arc  et  son  simls  peuvent  être 
pris  l’un  pour  l’autre... 
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Au  reste,  notre  intelligence  ne  comportant  pas  de  percep- 
tion claire  de  ce  qui- tient  à l’infini,  le  calcul  différentiel, 
présenté  à la  manière  de  Leibnitz,  a dû  éprouver,  dès  son 
origine,  des  contradictions.  Mais  la  certitude  des  résultats 
auxquels  il  conduit  ayant  été  démontrée  par  des  considéra- 
tions exemples  de  toute  objection,  ce  calcul  a fini  par 
inspirer  la  confiance  que  méritent  les  procédés  les  plus 
lumineux. 

11  est  des  infiniment  petits  de  diversordres.  Toute  quan- 
tité infiniment  petite  par  rapport  à un  infiniment  petit  du 
premier  ordre  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 
Ainsi  ' 


sont  des  infiniment  petits  du  premier  ordre,  du  deuxième 
ordre,  du  troisième  ordre',  etc.  ; car  on  a la  proportion 

. 1 •«  1 . 1 

* . " x ‘ co  ‘ 1 

ce  qui  montre  que  est  infiniment  petit  par  rapport  à — > 

.puisque  ^ est  infiniment  petit  par  rapport  à buoité.  De 
même , 

. . ■ - 

i : — : : — : — ? 

oo  x : x . 

i ....  . .*  . t 

et  — ; est  infiniment  petit  par  rapport  a — ■ »i , par  exem- 

* 

pie,  on  suppose  la  corde  infiniment  petite  par  rapport  au 
diamètre,  le  sinus-verse  de  l’arc  que  sous-tend  cette  corde, 
sera  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

' Le.  produit  de  deux  infiniment,  petits  du  premier  ordre 
donne  un  infiniment  petit  du  second  ordre;  car 

a b ab  • ' 

' ’ X ; ’ ,X  ’ X ’V 
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nb  ....  . , b .-'  fl 

et  — - est  întmiincnt  petit  par  rapport  a — , puisque  — est 

infiniment  petit  à l’égard  de  l’unité.  D’après  cela  , le  produit 
dxdy  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre  qui  doit  dispa- 
raître devant  dx , dy,  xdy,  y dx,  etc.,  qui  sont  des  infini- 
ment petits  du  premier  ordre. 

Deux  infiniment  petits  du  même  ordre  ont  un  rapport 
fini.  En  effet, 

à b , 

— : — a b. 
x x 

Après  ce  petit  nombre  de  principes , nous  pouvons  expli- 
quer la  méthode  <Je  Leibnitz. 

Suivant  cet  illustre- géomètre , la  différentielle  d’une 
fonction  n’est  autre  chose  que  l’accroissement  infiniment 
petit  de  cette  fonction  d'après  l’accroissement  infiniment 
petit  des  variables.  Supposons  donc  que  la  variable  x tic  la 
fonction  J (x)  prenne  un  accroissement  infiniment  petit, 
représenté  par  dx , eu  sorte  que’cette  variable  devienne  * 

x dx  ; 

la  différence  du  nouvel  état  fie  f (x)  avec  la  fonction  pri- 
mitive, savoir  f (x -y  dx) — f{x)i  sera  la  différentielle  de 
cette  fonction.  Ainsi,  la  différentielle  de  x sera 

x -H  dx  — x = dx  ; 

celle  de  ax  sera  ndx.  ■ . * 

Soit  la  fonction  xy,  chaque  variable  croissant  d’une 
quantité  infiniment  petite,  l’une  de  dx,  l’autre  de  dy,  on 
aura 

d ( xy ) ==  (x  -h  dx)  (y  -h  dy  ) — xy  =ydx  -+-  xdy  -|-  dxdy. 

Or,  le  terme  dxdy  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre 
qui  doit  disparaître  à côté  des  infiniment  petits  du  premier 
ordre , et  l’on  a __ 

d {xy\-==ydx  + xdy. 
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Soit/ (x)  — x*  î il  vient  <■ 

(j  + (fa)1^Tl+3x’rfj,-|-3i(fc,+  rf^. 

II  faudra  retrancher  x®  et  supprimer  d’abord  <7x®,  qui,  étant 
un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  ne  peut  augmenter 
3 xdx *.  De  môme,  3 xdx1,  qui  est  un  accroissement  infi- 
niment petit  du  second  ordre,  doit  être  supprimé  vis-à-vis 
de  3 x'dx,  qui  est  un  infiniment-  petit  du  premier  ordre. 
On  aura  donc 

dx3  — 3 x1  rlx. 

La  fraction  - peut  s’écrire  Xk-1  ; d’où 


(;-)= 


y~‘  dx  + xd (y—'  ) — y~'  dx  — xj— 7 dy 


dx  xdy  ydx  — xdy 

~ y y*  y1 

Pour  tx , on  a 


. „ , . . Ix  dx\  ./  dx\ 

d (îx)  — i (x  y-  dx)  — Ix  = l { J = / ( i H J ■ 

Mais  on  démontre,  en  algèbre,  que 


2)=z-;  + 3_”-; 


donc 


(dx\  dx  dx 3 dx 


Effaçant  les  infiniment  petits  du  deuxième  ordre,  du  troi- 
sième ordre  on  trouve 


De  l’équation 
on  déduit 


= ~ 


dx  — ’x  d [ix  ) ; 
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ainsi  '•  . 

fl  (a1)  — a*  d ( la*}  — a*  cl  ( x la)  = a*  ladx. 

On  a aussi  de'  = er  dx,  puisque  le  — 1 . Enfin 
d ( x f)  — xT tl  ( ylx ) = x>  (ixdjr  -\-y  — 

Quant  «i  Ja  dill’érentiellc  de  sin#,  il  vient 


tl  (sinx)  = sin  (x  -+-  dx)  — sinx 

= sin  x cos  dx  -|-  sin  dx  cosx  — sin  x. 
Or,  l’arc  dx  étant  très-petit,  on  a 


. .% 


cos  dx  = 1 et  sin  dx  — dx. 

Donc 

■ . 

d ( sin  x ) = cos  x dx. 

Comme 

cos jc  = sin  ( - 
\ 2 

il  en  résulte 

• 

d(cos  x)  = r/sin 

= cos 

(i-)-'(ï- 

x J — — sin  xdx, 

à cause  de 

. 

cos^- 

x J =r$inx  et  de 

/ 

"(ï— >‘~4 

On  obtient 

ensuite  aisément 

d tang  x y d séc  x , d 

(sin  — x),. . . 

’ * 

• *•  * - . 

Ce  peu  d’-cxemples  fait  assez  comprendre  la  méthode  infi- 
nitésimale due,  à Leibnitz,  et  nous  terminerons  ici  ce 
Traité,  qui  dépasse  déjà  les  bornes  ordinaires. 
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NOTE,  page  83. 
Limites  de  la  série  de  Taylor. 


La  formule  (A) , page8i,  écrite  suivant  la  notation  de 
Leibnitz,  donne 

JfL 

i .2 


/(x-t-A)  = /(x)  -4-  h ~j~ 


rf"-'/(x) 


h" 


d—'  ( p ) 


i.2...(k — l)  dxf'~'  i.2 . . .{n  — l)  dx*~' 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ce  développement  soit 
poussé  jusqu’au  troisième  terme , et  qu’on  veuille  assigner 
les  limites  du  reste  ou  de  la  somme  des  termes  suivants.  11 
s'agit  alors  de  trouver  deux  quantités,  l’une  plus  petite, 
l’autre  plus  grande  que  le  dernier  terme  de  la  série 

df  (x)  h'  ■ d'flx)  A*  d'p 

f x 4-  h)  =/  ■*>  4-  A — - H 4-  -T- 

■ ' d.v  1.2  dx'  i . 2 dx- 

Soient  P la  plus  petite,  et  Q la  plus  grande  des  valeurs  -de 

dans  l’intervalle  de  o à h.  11  viendra , quel  que  soit  h, 

+ P, 

/(x  4-  A)</(x)  -f-  A ■ 


df(x)  ^ A 3 

r/3/(x) 

A5 

dx  I . 2 

dx‘ 

_j — 

I .2 

df[x)  | A 3 

d'f(x)  h 1 

dx  1.2 

dx' 

1 . 2 

ou 

■ /(x  4-  A)  — /(x)  — A 
/(x  4-  A)— /(x)  — A 


ftAx  ) _ 

dx 

dx 


JL.*£p.-.J!Lv>0, 

1 . 2 dx'  1.2 


A'  d‘f[x) 
i .2  rf.r3 


A3 

r—  Q<  *»• 


Çes  deux-  polynômes  -sont  des  fonctions  de  A qui  s’éva- 
nouissent pour  h — o,  et  les  conditions  précédentes  seront 
satisfaites  si  les  dérivées  par  rapport  à h sont,  T une  positive 
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t l’autre  négative  depuis  h = o jusqu’à  h — /i,  c’est-à-dire 
i l'on  a 


3 A’ 

p>o, 


df  (*  -H  A) 

df(x) 

dh 

dx 

dx 7 

dfi  x -+-  h ) 

d/[x)  _ 

».<*’/.(*) 

dh 

dx 

dx 7 

T«<o; 

Or  ces  dernières  conditions  seront  elles-mêmes  satisfaites  si 
l’on  a 

d7f(x  + h ) d7fyx) 


dfi1  dx7 

d7f(x  -j-  h)  __  d7  j\x ) 
ri  h7  tlx7 

Knfin  celles-ci  le  seront  si  l’on  a 


— 3 h l>  > o, 

— 3//Q<o. 


Mais 


d3f(x  -i-  h) d3f[x  -4-  h) 


([>.  5o). 


dh 3 dx3 

Ainsi  il  faut  prendre  pour  P et  Q la  plus  petite  et  la  plus 

grande  des  valeurs  qu’aura  la  fonction  4 f ^ dans 
D 1 a dx3 

l'intervalle  de  o à h.  ÎSous  pourrons  donc  écrire  le  terme  . 

complémentaire sous  la  forme 
1 i.2  dx  - 

h3  d7f(x-hOfl) 


.2.3 


dx3 


0 étant  un  nombre  inconnu  compris  entre  o et  l’unité,  et 
l’on  trouvera  exactement 

f(X+,l)=/{x)+h^  + ^/JL^ 

h3  f/J/(.c  + 0/i) 


1.2.3  dx3 

l.e.  même  raisonnement  appliqué  à un  autre  nombre  de 
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terme»  montre  qu  en  général  la  série  de  Taylor  peut  s'écrire 
sous  la  forme  finie 

..  <lf[x)  A’  d'flx) 

A*  dnf{x  + 0 A) 

i . a ...  n d, r" 

11  est  évident  qu'on  peut  encore ÏTîxprimer  sous  la  forme 
/(*  -4-  A)  =f(xy+  A 
A3  d‘f(x) 

4-  ~ — y— 1-  . . 4- 

i.2.j  elr 

g étant  une  quantité  qui  s’évanouit  avec  h : savoir  : 

A d»f{x  4-  OA) 


df{*) 

A’  d*/(x) 

dx 

1 . 2 dx 3 

h."—' 

/<*—/(*) 

...(«  — i 

")  \ r/x"-1 

dx* 


éfc-rJ  0O^9gb 


• Digitizéd  by  Google 


I 


Digitized  by  Google 


' Digitized  by  Google 


